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U radu su predstavijeni osnovni principi generisanja trohoidnih profila, kao i
mogucnosti njihove primene na elementima rotacionih masina. Primena trohoida za
oblikovanje profila radnih elemenata rotacionih masina omogucava da se variranjem
geometrijskih parametara realizuje veliki broj razlicitih kombinacija zupcastih parova.
Za analizu uticaja geometrijskih parametara na oblik i karakteristike trohoidnih profila
izvedene su jedinstvene jednacine, koje odgovarajuc¢im izborom parametara opisuju
razlicite trohoidne oblike i spregnute obvojnice.

1. Uvod

Za geometrijski oblik profila ozubljenja, prema osnovnom zakonu o sprezanju
zupCanika, pogodno je koristiti cikliéne krive — rulete. Posebnu grupu krivih linjja iz
porodice ruleta predstavljaju trohoide, koje nastaju kao putanje tacke fiksirane u ravni
kruga koji se kotrlja bez klizanja po drugom nepokretnom krugu {1]. Primena trohoide u
svojstvu geometrijskog oblika osnovnog profila prisutna je kod specijalnih unutradnjih
ozubljenja. Spregnuti profil se moZe predstaviti kao obvojnica uzastopnih polozaja
osnovnog profila pri njegovom relativnom kretanju. Prema tome spregnuti profili
predstavljaju uzajamno obvojne krive, ¢ija geometrija zadovoljava osnovni zakon
sprezanja.

2. Definisanje oblika profila ozubljenja

2.1. Geometrija trohoide

U cilju predstavljanja trohoide u analitikom obliku uvodi se koordinatni sistem
trohoide Oyxy; Ciji se pocetak postavlja u srediste nepokretnog kruga, a apscisa kroz
pocCetnu tacku dodira datih kinematskih krugova. Osnovni geometrijski odnosi pri
generisanju jedne od trohoida, peritrohoide, ilustrovani su na slici 2.1. Srediste i
polupre¢nik pokretnog (generisuceg) kruga su oznaceni kao Oy 1 1y, a nepokretnog
(osnovnog) kao Oy, i ry. Rastojanje izmedu dva srediita Je ekscentricitet trohoide e,.
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Za srediSte pokretnog kruga
vezuje se generiSuéi koordinatni
sistem Oyxy;. Tacka koja opisuje
trohoidu je generiSuca tacka D,
¥ i nalazi se na osi x; na udaljenju d

od O, 1 ta veliCina predstavlja

polupre¢nik trohoide. Linija koja
N2 spaja sredi§ta O, 1 O, 1 prolazi
/Oy kroz tatku dodira dva kruga, tj.
k) kinematski pol C, predstavlja
i ] referentnu linju. U toku

{ X,
% ,/ // relativnog kretanja kinematskih
; krugova, dok referentna linija
/ rotira za ugao ¢ u odnosu na osu

X, generiSuci sistem rotira za ugao
6 =o/k, u odnosu na istu osu, a

peritrohoida ", . o
generiSu¢a tacka opisuje deo

reforentng lisija trohoide. Prema tome, veli¢ina £,
Slika 2.1. Generisanje peritrohoide predstavlja  prenosni odnos
trohoide. Na osnovu

geometrijskih odnosa sa slike 2.1
i iz uslova kotrljanja bez klizanja izvode se jednacine koje definiSu koordinate tacke D
peritrohoide:

X, = e,[cos ¢+ Ak, cos kﬂl y, = e,(sin @+ Ak, sin 7?} \ (2.1)

t )/ . t

pri ¢emu je A koeficijent trohoide, koji defini§e odnos izmedu veli¢ina poluprec¢nika
trohoide i polupre¢nika pokretnog kruga A =d/ek . U zavisnosti od vrednosti &,

jednacine (2.1) opisuju razli¢ite trohoide. S obzirom na to da se trohoide mogu opisati
jedinstvenim jedna¢inama, kao i na njihove druge zajednicke osobine, u daljim
razmatranjima obe vrste krivih (peritrohoide i hipotrohoide) posmatrace se istovremeno,
uz odgovarajuéi izbor vrednosti koeficijenta 4,.

2.2. Geometrija obvojnice

U prethodnom poglavlju je pokazano da se kao geometrijski oblik osnovnog profila
zupca moZe izabrati trohoida, sa parametrima koji zadovoljavaju odredene uslove.
Spregnuti profil se dobija kao obvojnica osnovnog profila pri relativnom kotrljanju bez
klizanja kinematskih krugova. Osnovni geometrijski odnosi pri generisanju spregnute
obvojnice ilustrovani su na slici 2.2. Za definisanje njenog oblika uvode se pojmovi 1
oznake analogno sa trohoidom, samo se umesto indeksa 7 uvodi indeks a.

U toku relativnog kretanja kinematskih krugova, dok referentna linija rotira za ugao y u
odnosu na osu x,, generi§uéi sistem rotira za ugao y/k, u odnosu na istu osu, pri ¢emu
veli¢ina k, predstavlja prenosni odnos obvojnice. Kada &, ima negativnu vrednost tada
koordinatni sistem trohoide rotira u suprotnom smeru od referentne linije. Pri izvodenju
jednacina koje opisuju obvojnicu posmatra se kretanje tacke D trohoide u odnosu na
nepokretni koordinatni sistem obvojnice.
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Prema tome, parametarske jednadine te tatke su:

X, =e,Cos\y +e,4Ccos (p+iy- + Ak, cos L
k k. k,

a

(2.2)
Y, =e,siny+e, {sin [(p + kiJ + Ak, sin (

a

e
+

e

it

Prema veli¢ini
ekscentriciteta izvrsena je
podela obvojnica u dve
grupe: obvojnice tipa a,
kada je e, < e, , i obvojnice
tipa b, kada je e, = ¢, [2].
U slucaju kada je e, > e,
dolazi do pojave petlji na
obvojnici ili diskontinuiteta
kontakta i tada one nisu
pogodne za  prakti¢nu
primenu. Za dalju analizu,
u cilju dobijanja
Jednostavnijih 1zraza,
uvode se ugaoni parametri
od kojih jedan, oznaéen
kao &, definiSe polovinu
zbira  uglova  rotacije
referentnih linija trohoide i

Slika 2.3. Generisanje obvojnice (opsti slucaj) obvojnice, a drugi, oznacen

kao m, polovinu njihove
razlike [2]. Ovi parametri se mogu izraziti u slede¢em obliku:

,

Uy Ly
E==|lo+—|+y| n==|lo+— |-y . 2.3)
: 2{L@+kaj+wJ n 2{Up : WJ (

referentna linija

Pri odredivanju tacke obvojnice polazi se od uslova da je izabrana vrednost YV, = const.
Tada se variranjem vrednosti ugaonih parametara odreduju vrednosti za x,, pr1 ¢emu
minimalna vrednost definiSe tacku unutra$nje, a maksimalna vrednost tacku spoljasnje
obvojnice. Za odredivanje tih ekstremnih vrednosti uvodi se Lagranzova metoda
neodredenih multiplikatora [3] i defini3e se funkcija Z na slede¢i naéin:

Z=x,+Alf_ -¥) (2.4)

gde je A Lagranzov multiplikator. Iz jednaéina (2.3) mogu da se izraze uglovi @ i y u
funkciji parametara & i m, a posle zamene ovih izraza u Jednacine (2.2) i njihovim
sredivanjem dobijaju se jednacine koje definisu koordinate tatke trohoide koja generise
obvojnicu. Sada se dobijene jednadine uvrste u (2.4), a zatim se nalaZenjem parcijalnih
izvoda funkcije Z po & i 1 i njihovim izjednaCavanjem sa nulom dobijaju jednacine iz
kojih se moze eliminisati Lagranzov multiplikator A. Na taj na¢in se dobija izraz kojim
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su definisana potrebna ogranienja za € i n, tako da se moZe pristupiti 1zvodenju
Jednacina koje opisuju obvojnicu osnovnog profila trohoide. Pri izvodenju jednacina
obvojnice polazi se od uslova k,=1-k,. Posle zamene ovog uslova u jednacine (2.3) i
(2.4), kao i na osnovu odredenih matematickih operacija i uvedenih smena za pojedine
izraze dobija se kona¢na jednatina kojom se uspostavlja veza izmedu uglova & i n. Iz
ove jednaCine moze da se izrazi sin & i cos [2]. Na osnovu prethodnog razmatranja
mogu se napisati opste jednacine za obvojnicu tipa (a), kada jee <e:

X =€ (1+kg)cos§cosn—(l—ke)singsinnwhkk, cos

| I

, (2.5)
v, =e|(1-k )cos&sinn+ (1+ k, )sin & cosm + Ak, sin

. o
Fl—‘? S l:

gde jek, = e, /e, - koeficijent ekscentriciteta.

Kao $to je ve¢ re¢eno za obvojnicu tipa (b) ekscentricitet obvojnice je jednak
ekscentricitetu trohoide, odnosno &, =1ili e, =e =e. Polazeéi od ovog uslova, kao 1

na osnovu odredenih matematickih operacija i uvedenih smena za pojedine izraze
dobijaju se jednacine obvojnice tipa (b) u konaénom obliku:

( : 27172
X :eJkk, cosz—n—lsinZnsinz—ni2 coszn—[smzn cosz—rl
kA k 2 )| Tk

1 i

(2.6)

2N
sin 2n J . 27
27

v, = ek, sinzﬂ+ﬂlsin2ncosz—ni2 cos’ n—
kA k,

t

U jednacini (2.6) znak "+" se odnosi na spoljasnju, a znak "-" na unutrainju obvojnicu.

Iz prethodnog izlaganja sledi da se za datu trohoidu mogu odrediti &etiri obvojnice i to:
spoljasnja obvojnica tipa (a),, unutrasnja obvojnica tipa (a),, spolja$nja obvojnica tipa
(b)s 1 unutra$nja obvojnica tipa (b),. Primeri razli¢itih trohoida i njihovih spregnutih
obvojnica dati su na slikama 3.1 — 3.4 i bi¢e detaljno analizirani u sledecem poglavlju.

3. Modeliranje trohoidnog ozubljenja i analiza dobijenih rezultata

U prethodnom poglavlju su odredene parametarske jednacine trohoida i njihovih
spregnutih obvojnica, kao i ograniCavajuéi uslovi za dobijanje para spregnutih profila
koji se potencijalno mogu primeniti u praksi. Na bazi matemati¢kog modela kreiran je
kompjuterski program CITRO, u standardnom programskom jeziku AutoLISP, za
proracun koordinata navedenih krivi i za njihovo automatsko generisanje [4]. Program je
testiran, a rezultati su dati u obliku spregnutih zup€astih parova (slike 3.1-3.4).

Na slici 3.1 su prikazane Cetiri obvojnice jedne iste peritrohoide, a na slici 3.2 su date
obvojnice za hipotrohoidu. O¢igledno je da spregnute obvojnice za peritrohoidu imaju
jednu granu viSe od trohoide, a za hipotrohoidu jednu granu manje. Generalno, sve
obvojnice tipa (b) imaju vrhove, koji su u neprekidnom kontaktu sa trohoidom. Osim
toga, kontakt se ostvaruje i sa granama obvojnice naizmenicno, tako da se broj tacaka
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dodira povecava. Slike 3.1-3.3 ilustruju kako smanjenje ekscentriciteta obvojnice utide
na njen oblik i karakteristike sprezanja.MozZe se zakljuditi da sve obvojnice tipa (a)
imaju glatku krivu, §to zna&i da vrhovi nestaju i sprezanje je povoljnije s obzirom na
rast polupreé¢nika krivine.

Ya obvojnica

a)

trohoida

ko=-3, A==1.5, k, =4, k,=0.65
ki=4. A=15, k,=-3, k,=0.8 k=4, A=1.5, k=3, k,=I
sul

d) Y } trohoida

ohoida

c)

obvojnica obvojnica

Xa Xa

ky=-3, h=-1.5, k,=4, k, =}

k=4, A=L5, k,=-3, k,=0.8 ki=4, =15, ko=-3, k=1

Slika 3.1. Peritrohoida sa obvojnicama: Slika 3.3. Hipotrohoida sa obvojnicama:
a)tipa (a)s b)tipa (b)s c)tipa (aju d)tipa (b)u a)tipa (a)u b)tipa (b)u

obvojnica

k,=-5, h=-2, k,=6, k,=0.8

trohoida

Xa

obvojnica
ky=-5, k=-2, k,=6, k,<08 ky=-5, A=-2, k,=6, k,=1 ky=-3,A=2, k,=4, k=1
Slika 3.2. Hipotrohoida sa obvojnicama: Slika 3.4. Hipotrohoide sa obvojnicama:
a)tipa (a)s b)tipa (b)s c)tipa (a)u d)tipa (b)u a)tipa (b)s b)tipa (b)s
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Medutim, broj ta¢aka dodira se smanjuje i jednak je broju grana trohoide, a smanjuje se
1 stepen kompresije primenjene radne masine, koji se definiSe kao odnos maksimalne i
minimalne radne zapremine. MozZe se zapaziti da se vece vrednosti stepena kompresije
ostvaruju kod obvojnica tipa (b), kao $to se moze videti na slici 3.4. Slika 3.4 takode
ilustruje kako povecéanje koeficijenta trohoide utice na njen oblik 1 karakteristike
sprezanja. Stepen kompresije je veéi pri vec¢im vrednostima koeficijenta trohoide.
Medutim, sa njegovim rastom dolazi do povecanja brzine klizanja, Sto dovodi do
intenzivnog habanja. Medusobnim poredenjem trohoida 1 spregnutih obvojnica
prikazanih na slikama 3.1,d 1 3.4, moze se zaklju¢iti da svakoj peritrohoidi sa
spregnutom obvojnicom tipa (b), odgovara sli€na hipotrohoida sa spregnutom
obvojnicom tipa (b), , 1 obrnuto, samo je njihov relativni polozaj promenjen.

4. Zakljucak

Analizom karakteristika razli¢itih varijanti trohoidnih parova dolazi se do zakljucka da
je najbolje primeniti parove kod kojih unutrasnji element ima jednu granu manje od
spoljasnjeg, a to znaci: hipotrohoidni profil sa unutra§njom obvojnicom ili peritrohoidni
profil sa spolja$njom obvojnicom. Iako je pokazano da obvojnice tipa (a) imaju glatku
krivu, ¢iji je oblik povoljniji od oblika obvojnica tipa (b), smanjenjem ekscentriciteta
smanjuju se 1 polupre¢nici kinematskih krugova, §to za posledicu ima povecanje
klizanja u tackama dodira. Prema tome, sa glediSta inZenjerskog konstruisanja,
preporucuje se izbor obvojnica tipa (b), uz primenu modifikacije osnovnog profila.
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GEOMETRICAL PARAMETERS OF TROCHOIDAL
PROFILE AND THEIR APPLICATION AT THE
INTERNAL GEARING

In this paper the basic principles of generating trochoidal profile is presented as also
the possibilities their application on the elements of rotated machines. Application of
trochoides to designing of the profile working elements of rotated machines give the
possibility that with various geometrical parameters realize numerous different
combinations of the gear pairs. To analyses of the influence of geometrical parameters
on the form and characteristics of trochoidal profile are derived the singular equations,
which trough the chouse of parameters describe the different trochoidal forms. Also the
corresponding envelopes are presented in the analytical form.
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