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Predgovor

Ponekad se u fizici dexava da se fundamentalnim eksperimentima prilazi
na previxe pojednostavǉen naqin, a xto je sa Xtern-Gerlahovim eksperimentom
sasvim sigurno sluqaj. Znaqaj eksperimenta je veoma poznat, od trenutka kada
su Godsmit i Ulenbek dali svoje tumaqeǌe pojavi dva traga atoma srebra na
ekranu. Ipak, teorijsko objaxǌeǌe i interpretacija eksperimenta ima i drugu
dimenziju, gde stepeni slobode spina tako�e igraju va�nu, ali ne i jedinu ulogu.

Drugaqija perspektiva eksperimenta je ponajvixe proistekla iz razmatraǌa
vezanih za kvantnu teoriju mereǌa, posebno sa radom Dejvida Boma (Bohm 1951)
gde je ukazano da su i drugi stepeni slobode u atomu (preciznije, req je o ste-
penima slobode centra mase atoma), sem spinskih, tako�e od interesa. Takvo
modelovaǌe vodi ka objaxǌeǌu – smatra se – upotrebe pojma “klasiqnih trajek-
torija” atoma u eksperimentu, atoma koji se inaqe smatraju za kvantne objekte.

Ovaj rad je posve�en analizi ideje o unutraxǌem okru�eǌu u atomu sa ci-
ǉem da se do�e do odgovora da li uzimaǌe u obzir tih stepeni slobode vodi ka
reprodukciji klasiqnih trajektorija atoma. Predlog o razmatraǌu unutraxǌeg
okru�eǌa1(Dugić 2004a) u atomu je, qini se, prirodni nastavak Bomovog modelo-
vaǌa, a u duhu teorije dekoherencije u kojoj je pojam okru�eǌa me�u osnovnim
pojmovima. Pri tome, vaǉa naglasiti da sama ideja o unutraxǌem okru�eǌu
nije nova (Omnès 1994), ali u kontekstu atomskih podsistema ona to jeste.

Slede�a poglavǉa su organizovana sa ciǉem razrade ideje o mogu�em unutra-
xǌem okru�eǌu u atomu. Uvod, pre svega, daje predstavu o tome kakvo je mesto
eksperimenta, u smislu ǌegovog tumaqeǌa, u savremenoj literaturi. Pregled
nije iscrpan, ali pokazuje da jedinstvenog stanovixta nema. Pored toga, pred-
stavǉeni su osnovni elementi teorije dekoherencije, koja nudi i motivaciju a u
isto vreme je i radni okvir analize. U prvom poglavǉu govori se o fiziqkim i
teorijskim osnovama eksperimenta, na naqin koji slovi za standardni i gde se
vidi da ima mesta i za nestandardno razmixǉaǌe, motivisano dekoherencijskim
prilazom atomu kao slo�enom sistemu. Drugo poglavǉe je posve�eno atomskim
podsistemima i dinamici u okviru atoma, xto se pokazuje kao kǉuqni moment
u analizi – na atom se mo�e gledati iz vixe uglova: u zavinosti od izabrane
dekompozicije atoma zavisi�e i fiziqke predikcije a ponajvixe informacije o
dinamici atoma koje se mogu dobiti. Zatim sledi Diskusija dobijenog rezul-
tata, pa onda Zakǉuqak Teze. Dodaci na kraju rada su u funkciji odgovaraju�ih

1Engl.: Internal environment.
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odeǉaka, a omogu�avaju i da se glavnina teksta rastereti nepotrebnih detaǉa.
Svakako, Xtern-Gerlahov eksperiment je bio izvor inspiracije (i za sintezu

i za analizu) i u drugim oblastima fizike. Npr., u oblasti interferometrije
vrlo je poznat Xtern-Gerlahov interferometar (Berman 1997), pa optiqki ana-
logon eksperimenta u kvantnoj optici (Walls and Milburn 1994), dok se u okviri-
ma kvantnog raqunaǌa2 govori o Xtern-Gerlahovom eksperimentu kao o mode-
lu za kvantni hardver (Nielsen and Chuang 2000), xto sve ukazuje na aktuelnost
same fiziqke situacije opisane eksperimentom, dugo vremena posle originalne
postavke. Stoga, i nije neobiqno da je ovaj rad posve�en teorijskoj analizi
eksperimenta, a sa aspekta teorije dekoherencije, teorije qiji je osnovni ciǉ
objaxǌeǌe i opis ponaxaǌa fiziqkih sistema na granici izme�u dva sveta –
sveta kvantne i klasiqne fizike.

2Engl.: Quantum computation.
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1

Uvod

Xtern-Gerlahov eksperiment je poznat kao paradigma mereǌa spina, xto
znaqi da je uobiqajeno da se smatra dobro objaxǌenim eksperimentom. U prin-
cipu (pojednostavǉeno) eksperiment izgleda ovako: Kolimisani snop sporih je-
dnovalentnih atoma (npr. srebra), u laboratorijskom vakuumu, prolazi kroz ne-
homogeno magnetno poǉe sa izra�enim gradijentom. Nakon prolaska kroz poǉe
atomi dospevaju do ekrana, gde se jasno uoqavaju dva traga1.

Сноп
атома
сребра

Екран Очекивани траг на основи клас.

физике
Експериментално
добијени  траг

извор атома

Нехомогено магнетно
поље

Slika 1.1: Xtern-Gerlahov eksperiment.

U opisu Xtern-Gerlahovog eksperimenta raxireno je korix�eǌe pojma kla-
siqnih trajektorija: atomi slede jednu od dveju mogu�ih putaǌa sa nekom vero-
vatno�om. Fraza “klasiqna trajektorija” ima standardno znaqeǌe: to je putaǌa
koju fiziqki sistem, predstavǉen materijalnom taqkom, sledi u konfiguraci-
onom prostoru, podprostoru klasiqnog faznog prostora.

1Malo detaǉnije o samom eksperimentu se mo�e na�i u drugom poglavǉu.
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Uvod 2

Upotreba pojma klasiqnih trajektorija, kada je o Xtern-Gerlahovom eks-
perimentu req, se�e jox iz ranih dana kvantne mehanike, poglavito pod uticajem
Nilsa Bora i Volfganga Paulija (Batelaan et al 1997). To se, recimo, vidi u
Motovom radu (Wheeler and Zurek 1983) u kome je req o odre�ivaǌu magnetnog
momenta (spina) slobodnog elektrona. Mot tvrdi da se u tu svrhu ne mo�e ko-
ristiti koncept klasiqne trajektorije, koji je primeǌiv kad je req o mereǌu
magnetnog momenta atoma.

Ali, bez obzira na, mo�e se re�i, tradicionalno prihva�en koncept klasiq-
nih putaǌa atoma u ovom eksperimentu, me�u fiziqarima ne postoji usaglaxen
stav o ǌihovoj egzistenciji. Tako, u (Tannoudji et al 1977) se ka�e:“It does not
mean, as we shall see, that the particle itself follows a classical trajectory”2. U suprot-
nosti sa ovim u (Li et al 2007) stoji: “In this paper we show that even in the absence of
a magnetic field gradient, the center-of-mass of certain atoms and molecules in optical field
follow different trajectories corresponding to different inner states”3. Sliqan stav ovom
posledǌem je zastupǉen i u (Sakurai 1994):“Because the atom as a whole is very heavy,
we expect that the classical concept of trajectory can be legitimately applied”4. Tako�e, i
u (Omnès 1994) mo�e se na�i:“So, after crossing the magnet, the complete wave function
has become a sum of two parts associated with the two different spin state, each one of them
being localized in the vicinity of a different trajectories...”5 I u novijoj literaturi se
mogu na�i iskazani vezani za Xtern-Gerlahov eksperiment, a koji poqivaju na
postojaǌu klasiqnih putaǌa. Takav primer je (Breuer and Petruccione 2002) gde se
ka�e:“Picking up a particular beam from the ensemble...”6 xto znaqi da u me�upros-
toru izme�u ekrana i magneta postoje dobro definisane putaǌe atoma.

Xtern-Gerlahov eksperiment se qesto navodi kao jedan od najboǉih i naj-
jasnijih primera merske situacije u kvantnoj teoriji mereǌa. Svakako, req je o
mereǌu opservable spina. Kompozitni sistem koji se, uobiqajeno, razmatra pri
kvantno-mernim analizama glasi: spin atoma+prostorni stepeni slobode atoma+
Xtern-Gerlahov magnet+ekran (Bohm 1951). U ovakvom jednom modelovaǌu mag-
netno poǉe je spoǉaxǌe (klasiqno) poǉe koje definixe potencijalnu energiju
atoma, tj. nema ulogu dinamiqkog podsistema 7, a ekran samo konstatuje da li je
izmereni spin “gore” ili “dole”. Dakle, u ovoj predstavi o eksperimentu nema
mesta za makroskopski sistem koji mo�e igrati ulogu aparata, kako to zahteva
kvantna teorija mereǌa (von Neumann 1955; d’Espagnat 1971; Peres 1993).

2To ne znaqi, kao xto �emo videti, da sama qestica sledi klasiqnu trajektoriju.
3U ovom radu �emo pokazati da qak i u odsustvu gradijenta magnetnog poǉa, centar mase izvesnih

atoma ili molekula u optiqkom poǉu sledi razliqite trajektorije koje odgovaraju razliqitim
unutraxǌim staǌima.

4Zato xto je kao celina atom vrlo masivan, za oqekivati je da klasiqni koncept trajektorije
mo�e biti dosledno primeǌen.

5Dakle, posle prolaska kroz magnet, kompletna talasna funkcija postaje zbir dva spinska staǌa,
od kojih je svaki posebno lokalizovan u blizini razliqitih trajektorija...

6Odabiraǌem jednog snopa iz ansambla...
7Uzimaǌe magnetnog poǉa za dinamiqki sistem povlaqi za sobom da ga je potrebno posmatrati

kao kvantni objekat i opisati u terminima kvantne teorije poǉa, dakle u suprotnosti sa ǌemu
pridru�enom klasiqnom prirodom po standardnom pristupu.



Uvod 3

Bomov je doprinos (Bohm 1951) xto je taj “makroskopski” sistem potra�io
u samom atomu, uzimaju�i centar mase atoma za makroskopski aparat (po svoj
prilici, qiǌenica koja nije ni xiroko poznata a ni priznata). Bomovo modelo-
vaǌe, dakle uvodi slede�i kompozitni sistem u razmatraǌe: spin atoma+ centar
mase atoma+Xtern-Gerlahov magnet+ekran. Glavni rezultat Bomove analize je
izraz za spleteno staǌe kojim se opisuje S + CM sistem (za detaǉe videti 2.
glavu):

|Ψ〉S+CM = C1 |−〉CM | ↑〉z + C2 |+〉CM | ↓〉z . (1.1)

Staǌe (1.1) predstavǉe superpoziciju staǌa |−〉CM | ↑〉z i |+〉CM | ↓〉z – to znaqi da
sistem nema putaǌu (d’Espagnat 1971).

Iako je Bom dao matematiqki model (Bohm 1951) koji se qesto koristi i za
posledicu ima izraz (1.1) i daǉe je qesto u upotrebi terminologija klasiqnih
putaǌa. Staǌe u kojem atom ima mogu�nost da bude, ili u staǌu |−〉CM | ↑〉z , ili
u staǌu |+〉CM | ↓〉z , se zapisuje kao:

ρ̂S+CM = |C1 |2|+〉CM 〈+| ⊗ | ↓〉z〈↓ |+ |C2 |2|−〉CM 〈−| ⊗ | ↑〉z〈↑ |. (1.2)

Izrazi (1.1) i (1.2) su me�usobno iskǉuqivi: staǌe (1.1) nosi kvantne korelacije
(spletenost) S i CM podsistema u atomu i ne dopuxta postojaǌe klasiqne putaǌe
atoma, dok izraz (1.2) nosi klasiqne korelacije i podrazumeva da atomi slede
klasiqne putaǌe.

I sa gledixta kvantne teorije mereǌa staǌa (1.1) i (1.2) imaju razliqite
aspekte. Ako je staǌe (1.1) dovoǉno za opis fiziqke situacije u eksperimentu i
putaǌe ne postoje, to znaqi da ekran ima aktivnu ulogu u eksperimentu. Aktivna
uloga ekrana je u smislu da se redukcija odvija na ekranu kroz mehanizam kvant-
nih mereǌa II vrste, xto na kraju daje informaciju o spinu. Ako ovo nije sluqaj,
i va�i relacija (1.2), onda se redukcija odvija ispred ekrana (kroz mehani-
zam kvantnih mereǌa I vrste), putaǌe objekivno postoje a ekran retrospektivnim
mereǌem samo utvr�uje ǌihovu egzistenciju. Ekran onda ima pasivnu ulogu – ne
uqestvuje dinamiqki u promeni staǌa iz (1.1) u (1.2)8.

U radu je predstavǉen pristup sa ciǉem raxqix�avaǌa dileme o egzis-
tenciji klasiqnih trajektorija kao fundamentalnog fiziqkog pojma – u okviru
teorije dekoherencije i ortodoksnog pristupa kvantne mehanike (metoda uni-
tarnog operatora). Time se, sa jedne strane, izbegavaju tumaqeǌa eksperimenta

8Kvantna teorija mereǌa razlikuje dva tipa mereǌa: I i II vrste. Pod mereǌime I vrste po-
drazumevamo takva mereǌa koja omogu�avaju predikciju (predvi�aǌe) staǌa fiziqkog sistema
posle mereǌa i ponovǉivost mereǌa - primer su prediktivna mereǌa. Pod mereǌima II vrste
podrazumevamo mereǌa nakon kojih sistem nije vixe dostupan za ponovno mereǌe - mereǌe je
neponovǉivo. Primer su retrospektivna mereǌa, gde se dobijene informacije o fiziqkom sis-
temu tiqu vremena pre obavǉenog mereǌa.



Uvod 4

u okviru drugih interpretacija kvantne mehanike, a sa druge strane se posti�e
modelska nezavisnost.

Ako klasiqne putaǌe atoma zaista postoje, onda bi teorija dekoherencije
trebalo to i da potvrdi, tim pre ako se ima u vidu ǌen osnovni ciǉ – opis
prelaza sa kvantnog na klasiqno ponaxaǌe fiziqkih sistema (Joos et al 2003;
Dugi� 2004b). Ako putaǌa pak nema, onda je ekran, u eksperimentu, mesto gde
se “donosi odluka” – xto sa svoje strane zahteva drugaqije modelovaǌe od pred-
stavǉenog u radu. U tom sluqaju, kako je ve� reqeno, req je o mereǌima druge
vrste: zastor ima aktivnu ulogu i diskutabilno je koliko dekoherencijski pri-
laz mo�e da rasvetli mehanizam ǌihovog odvijaǌa. U svakom sluqaju, ovaj drugi
scenario je te�i i za vizualizaciju – vizualizaciju fiziqkih zbivaǌa izme�u
magneta i ekrana.

U svrhu bli�eg pojaxǌeǌa gore reqenog, bi�e nam neophodni osnovni ele-
menti teorije dekoherencije. Teorija dekoherencije (Joos et al 2003; Dugi� 2004b)
je kvantna teorija koja prouqava kvantne sisteme koji su u neprekidnom me�u-
delovaǌu sa drugim fiziqkim sistemima koji se nazivaju okru�eǌem. Takvi
neizolovivi sistemi se nazivaju otvorenim sistemima, xto znaqi da im je
dinamika odre�ena me�udelovaǌem sa okru�eǌem a koje se ne mo�e svesti na
spoǉaxǌe poǉe (Dugi� 2004b). Dinamika otvorenih sistema se ne pokorava
Xredingerovoj jednaqini, tj. neunitarna je, ali je opxti zakon ǌihove dinamike
nepoznat. Eksplicitna je pretpostavka da “sistem+okru�eǌe”, tj. “S + E” pred-
stavǉaju izolovan sistem9, tj. na snazi je pretpostavka univerzalnog va�eǌa
kvantne mehanike.

Kao posledica toga, ispostavilo se, da podsistemima, bilo S, bilo E, nema
smisla pridru�ivati pojam staǌa, uobiqajen u kvantnoj mehanici (d’Espagnat
1971; Herbut 1984; Dugi� 2004b). Podsistemu S (koji je od interesa) se pridru�uje
redukovani statistiqki operator ρ̂S koji je sa formalne strane predmet prouqa-
vaǌa teorije, tj. od interesa je ǌegov “zakon kretaǌa”. Redukovani statistiqki
operator10 se dobija na slede�i naqin:

ρ̂S = trE |Ψ〉S+E S+E 〈Ψ|, (1.3)

gde sa desne strane trE predstavǉa uzimaǌe traga po stepenima slobode okru�eǌa,
a |Ψ〉S+E je vektor staǌa koji je pridru�en kompozitnom sistemu “S + E”.

Sama teorija koristi tri metoda u izuqavaǌu otvorenog kvantnog sistema
(i pridru�enog redukovanog statistiqkog operatora ρ̂S): metod integracije po
putaǌama, formalizam master jednaqina i metod unitarnog operatora vremenske

9I pritom se i S i E smatraju za kvantne podsisteme.
10Matematiqki gledano, ovaj operator ima iste osobine kao i statistiqki operator koji se

koristi u kvantnoj mehanici izolovanih sistema. Ali, zato xto ne predstavǉa kvantno staǌe,
za ǌega je skovan termin “mexavine druge vrste”, da bi se razlikovao od “mexavina prve vrste”
koje zaista reprezentuju staǌa u kvantnoj mehanici i posledica su nedovoǉnog poznavaǌa staǌa
sistema.
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evolucije. Prva dva metoda su modelski zavisna i ne�e biti daǉe od interesa
za razliku od tre�eg: pod modelskom nezavisnox�u podrazumevamo izostanak ne-
kvantnomehaniqkih parametara, tj. parametara koji ne mogu biti izvedeni iz
kvantne mehanike a posledica su modelovaǌa fiziqke situacije.

Pod terminom “dekoherencija” se u opxtem sluqaju podrazumevaju svi mo-
gu�i uticaji okru�eǌa na sistem, a u ovom radu �e posebno biti od interesa
definicija procesa dekoherencije koja izvire iz Zurekove teorije dekoherencije
(ZTD) (Zurek 1982; Dugi� 2004b), koja za metod ima metod unitarnog opera-
tora. Opisivaǌe unitarnim operatorom podrazumeva i postojaǌe odgovaraju�eg
Hamiltonijana koji u sluqaju slo�enog sistema “S + E” glasi:

Ĥ = ĤS + ĤE + ĤS+E , (1.4)

gde su ĤS i ĤE sopstveni Hamiltonijani sistema i okru�eǌa, a posledǌi qlan
u (1.4) je interakcioni qlan dvoqestiqnog tipa (tj. deluje i na prostoru staǌa
sistema S i na prostoru staǌa sistema E).

ZTD je zapravo razrada fon Nojmanove kvantne teorije (von Neumann 1955)
mereǌa11, inspirisana mereǌu sliqnim situacijama, ali sa ambicijom da ob-
jasni ono xto se danas naziva klasiqnim limitom kvantne mehanike. Ili jez-
grovitije reqeno “prelazak sa kvantnog na klasiqno” (tj., u suxtini, pitaǌe da
li se klasiqna fizika mo�e dedukovati iz zakona kvantne mehanike, ali ne u
smislu h̄ → 0 – semiklasiqne aproksimacije (Dugi� 2004b)) impliciraju�i da
je problem mereǌa paradigma u tom smislu.

Ovde treba ista�i formalnu sliqnost kompozitnih sistema “O +A” i “S +
E”: i u fon Nojmanovoj teoriji je objekat mereǌa O otvoreni sistem (po pravilu
mikroskopski) kao i S u Zurekovoj (po pravilu makroskopski) s tim da se pod S
kod Zureka podrazumeva slo�eni kvantni sistem “O + A”, koji dakle vixe nije
izolovan kao kod fon Nojmana, ve� naprotiv, otvoren sistem sa okru�eǌem E.
To za posledicu ima preure�eǌe izraza (1.4) za Hamiltonijan:

Ĥ = ĤO + ĤA + ĤE + ĤO+A + ĤA+E , (1.5)

gde su prva tri qlana sopstveni Hamiltonijani objekta mereǌa, aparata i okru-
�eǌa respektivno a posledǌa dva interakcioni qlanovi sa oqiglednim znaqe-
ǌem. Pretpostavǉa se da je ĤO+E ≡ 0, odnosno da objekat mereǌa i okru�eǌe ne
intereaguju direktno 12 i da ne postoji interakcija troqestiqnog tipa, ĤO+A+E .

Okru�eǌe kroz interakciju sa aparatom obezbe�uje stabilnost (u vremenu)
staǌa aparata koja su kvantno korelisana sa staǌima objekta mereǌa. Ili,

11Kompletnosti radi, treba pomenuti da ta teorija poqiva na dvema pretpostavkama:
1)Klasiqni, makroskopski aparat A se bar u principu mo�e smatrati kvantnim sistemom i
2) Za izolovanu celinu “O + A” va�i Xredingerova jednaqina.

12Razliqitost od nule mo�e da dovede do situacije da aparat sadr�i informaciju o staǌima u
kojima je objekat mereǌa bio, a u kojima ne mora da jeste nakon korelisaǌa sa okru�eǌem.
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drugaqije reqeno, kroz formu interakcionog Hamiltonijana ĤA+E , okru�eǌe de-
terminixe tzv. robusna staǌa aparata, tj. ona koja su imuna na uticaj
okru�eǌa, xto je potrebno da korelacije izme�u aparata i objekta mereǌa budu
saquvane. Uzev u obzir da aparat smatramo za kvantni podsistem ima smisla gov-
oriti o bazisu aparata (bazis brojaqa13) pri qemu razliqivost mernih rezultata
povlaqi za sobom ortogonalnost bazisnih elemenata.

Treba imati u vidu da je robusnost staǌa aparata na tragu klasiqnosti
otvorenih sistema (ovde je to “O + A” – makroskopski sistem) sa okru�eǌem
kao mogu�im uzrokom za iskazivaǌe nekih elemenata klasiqne realnosti (ovde
dakle robusnost makroskopskih staǌa nasuprot naruxivosti staǌa u kvantnoj
mehanici).

Uslov robusnosti elemenata bazisa brojaqa sistema S se matematiqki iz-
ra�ava kao:

Û(t)|χm〉S ⊗ |ε〉E = |χm〉S ⊗ |εm(t)〉E , (1.6)

gde je Û(t) unitarni operator evolucije “S +E” sistema (naravno, ovo je ekviva-
lentno sa prethodno reqenim “robusnost elemenata bazisa brojaqa aparata” jer
se mo�e pisati |χm〉S =

∑
p cmp|ϕp〉O ⊗ |Φp〉A).

Upravo ovo uoqavaǌe se mo�e smatrati i kao motiv za Zurekovu definiciju
procesa dekoherencije (Zurek 1982; Dugi� 2004b): dekoherencija je dinamiqki
proces (dakle, realan proces sa odre�enim vremenom trajaǌa – vremenom deko-
herencije τD) koji se tiqe prostora staǌa otvorenog kvantnog sistema i kojim
se kao efekat uspostavǉaju okru�eǌem indukovana, efektivna superselekciona
pravila na prostoru staǌa otvorenog sistema.

Tako�e, ne treba izgubiti iz vida da je u ovoj postavci slo�eni sistem
“O+A+E” u staǌu globalne superpozicije, a da se podsistemu “O+A” pridru�uje
redukovani statistiqki operator ρ̂O+A, a to i jeste sadr�aj superselekcionih
pravila: zabrana superpozicije staǌa koja pripadaju razliqitim supreselek-
cionim prostorima. Me�utim, redukovani statistiqki operator, ρ̂O+A, ne pred-
stavǉa staǌe sistema i to je osnovni, principijelni prigovor koji se mo�e dati
Zurekovom rexeǌu. Ali, statistiqki (ansambalski) gledano mexavine prve i
druge vrste su za lokalnog observera nerazliqive, xto je i razlog zaxto se
mexavine druge vrste koriste za opisivaǌe dinamike otvorenih sistema.

Formalno dobijaǌe redukovane matice gustine, ρ̂O+A, podrazumeva ortogo-
nalnost bazisnih elemenata |εi〉 okru�eǌa, a to je i potvr�eno u mnogim modelima
ali kao pribli�na, efektivna ortogonalnost (Joos et al 2003):

lim
t→∞〈εi|εj〉 ≈ δij , (1.7)

gde t →∞ u stvari znaqi vreme dosta du�e od vremena dekoherencije.
13Engl.: “pointer basis”.
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Na prostorno-vremenskim skalama na kojima se dexavaju praktiqno svi
eksperimenti u fizici, odvijaǌe procesa dekoherencije se smatra ireverzibil-
nim. Ali, ako se ima u vidu izolovanost (koja povlaqi reverzibilnost) sistema
“O + A + E” mo�e se oqekivati i uspostavǉaǌe vandijagonalnih elemenata14 op-
eratora ρ̂O+A, tj. povratak koherencije (tzv. rekurencija) xto je i predvi�eno
ZTD – ali kao retkog stohastiqkog doga�aja (Dugi� 2004b).

Ispostavǉa se da je odvijaǌe procesa dekoherencije uslovǉeno oblikom
interakcionog Hamiltonijana koji treba da ispuǌava slede�e uslove (Dugi�
2004b):

• Separabilnost (xto znaqi dijagonalizabilnost ĤS+E u nekorelisanom ba-
zisu ukupnog prostora staǌa “S + E”) i

• Nenaruxavaju�i (non-demolition) karakter,
[
ĤS+E (t), ĤS+E (t′)

]
= 0.

Gore navedeni uslovi su potrebni, ali ne i dovoǉni za eventualno odvijaǌe
procesa dekoherencije, u smislu da konaqni zakǉuqak zavisi od detaǉa modela
fiziqkog sistema. Ali, ako je interakcioni Hamiltonijan neseparabilnog tipa
– dekoherencije nema.

Na koji fiziqki sistem u Xtern-Gerlahovom eksperimentu se mo�e gle-
dati kao na potencijalno okru�eǌe? Videli smo da je Bom uveo centar mase
atoma kao makroskopski aparat, a to iskǉuquje magnetno poǉe i ekran kao mogu�e
aparate, odnosno dinamiqke podsisteme. Predlog o potencijalnom okru�eǌu je
dat u (Dugić 2004a). Naime, ako je definisana koordinata centra mase atoma, onda
su istovremeno definisane i koordinate relativnih qestica. To je obezbe�eno,
sa formalne strane kanonskim transformacijama koordinata polo�aja:

~RCM =
N∑

i=1

mi~ri/
N∑

i=1

mi (1.8)

i
~ρRα = ~r1 − ~rα+1 , α = 1, ...N − 1, (1.9)

gde su mi, ~ri mase i vektori polo�aja konstituenata atoma, respektivno. Za do-
voǉno veliko N sistem relativne qestice se mo�e smatrati okru�eǌem otvorenog
sistema centra mase. I upravo je to i ideja: potra�iti okru�eǌe u samom
atomu kroz podsistem relativne qestice R, definisan relativnim koordinatama
polo�aja. Budu�i definisano unutraxǌim stepenima slobode atoma ovo okru-
�eǌe nosi naziv “unutraxǌe okru�eǌe”. Nazivu unutraxǌe se dodaje naziv
mezoskopsko, jer N ne prelazi red veliqine 102.

14Ovde se misli na matriqnu reprezentaciju redukovanog statistiqkog operatora, ρ̂O+A , u bazisu
brojaqa.
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Povezuju�i ovo sa opxtim izlagaǌem o osnovnim pojmovima teorije deko-
herencije, mo�e se re�i da je sistem relativne qestice R neophodan za iskazi-
vaǌe elemenata klasiqne realnosti sistema centra mase atoma. Taj element kla-
siqne realnosti bi zapravo bile klasiqne trajektorije koje atomski centar mase
sledi u Xtern-Gerlahovom eksperimentu.

Dilema o egzistenciji klasiqnih trajektorija u Xtern-Gerlahovom eksper-
imentu nije samo od interesa u teoriji mereǌa i teoriji dekoherencije. I u
primenama kvantne mehanike, kakve su atomska nanofabrikacija, atomska inter-
ferometrija, molekulska interferometrija, kvantna informatika i raqunaǌe,
prepoznavaǌe ispravne fiziqke interpretacije Xtern-Gerlahovog eksperimenta
(da li je to (1.1) ili (1.2)) jeste od znaqaja.

Tako, u oblasti atomske nanofabrikacije se koriste Erenfestove jednaqine
(Meshede and Metcalf 2003) za proraqun dinamike atoma, xto znaqi da je pojam kla-
siqne putaǌe implicitno prisutan. Na tako malim prostornim skalama, kakve
su nanometarske, bitno je znati koji �e stepeni slobode atoma biti pod uticajem
odgovaraju�eg spoǉaxǌeg poǉa. Ako se u praksi ne raspola�e preciznim znaǌem
o tome “koji se stepen slobode ga�a”, to mo�e imati za posledicu da se dobi-
jena nanostruktura ne poklapa sa teorijski predvi�enom (�eǉenom). Vezano za
temu Rada, ako je nanokonstrukt baziran na postojaǌu klasiqnih putaǌa atoma, a
putaǌe objektivno ne postoje, to mo�e dovesti do drugaqijeg nanopozicioniraǌa
atoma od onog koji predvi�a proraqun baziran na Erenfestovim jednaqinama i
klasiqnim putaǌama.

Postojaǌe klasiqnih trajektorija je u koliziji sa interferometrijom, bilo
atomskom, molekulskom ili neutronskom. Za funkcionisaǌe interferometrije je,
kao xto je poznato, bitno manipulisaǌe relativnim fazama u talasnoj funkciji
sistema (ovde bi to bio izraz (1.1)). Vidimo da u zapisu staǌa (1.2) faze nisu
prisutne. Ako je staǌe (1.2) objektivni opis fiziqke situacije u Xtern-Ger-
lahovom eksperimentu, onda se postavǉa pitaǌe kako uopxte interferometrija
funkcionixe.

Pitaǌe egzistencije klasiqnih putaǌa atoma (tj. S + CM sistema) mo�e
biti od va�nosti i za kvantno raqunaǌe. Na staǌe |Ψ〉S+CM se mo�e gledati
kao na par kubitova (Oliveira and Caldeira 2006). Znaǌe o tome da li je Xtern-
Gerlahov eksperiment opisiv relacijom (1.1) ili (1.2) bi davalo neku smernicu
u potrazi za xto fiziqki realistiqnijim modelom kubita i kvantnog hardvera.

A budu�i da smo na terenu standardne kvantne mehanike15, ovo pitaǌe ima
smisla i kada se razmatra pojedinaqni sistem, atom (tj. element ansambla, bilo
kvantnog, bilo klasiqnog): Da li pojedinaqni atom zaista sledi klasiqnu tra-
jektoriju ili ne?

Formulacija u terminima pojedinaqnog sistema ima znaqaja iz razloga xto
15Koja podrazumeva da ako je ansambal opisan nekim mexanim staǌem onda je tim mexanim staǌem

opisan i svaki element ansambla – isti stav va�i i u sluqaju qistog ansambla, iskazan kroz
Postulat o pojedinaqnom sistemu (Herbut 1984).
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se u atomskoj nanofabrikaciji npr., manipulixe pojedinaqnim atomima, pa raz-
matraǌe egzistencije klasiqnih putaǌa atoma kao individualnih sistema mo�e
biti od va�nosti za procedure koje se koriste u nanotehnologiji.

Motiv istra�ivaǌa je oqigledna protivureqnost: sa jedne strane Bomov
matematiqki model po svim postulatima kvantne mehanike i nepostojaǌe putaǌa
u smislu ǋutnovske fizike, a sa druge korix�eǌe tog modela a opet izra�avaǌe
u terminima klasiqnih trajektorija atoma.

Ciǉ istra�ivaǌa je prouqiti mogu�e unutraxǌe okru�eǌe metodom uni-
tarnog operatora. Koliko je takvo modelovaǌe fiziqki realno? Ako je unutrax-
ǌe okru�eǌe efikasno, onda bi u duhu teorije dekoherencije bilo za oqekivati
reprodukciju izraza (1.2) i sa formalne strane opravdaǌe klasiqnih trajek-
torija u Xtern-Gerlahovom eksperimentu.

Da li ima posledica, u zavisnosti od ishoda dekoherencijskog modelovaǌa,
po osnove kvantne mehanike i ǌene primene?



2

Teorija Xtern-Gerlahovog
eksperimenta

Xtern-Gerlahov eksperiment je prvobitno bio zamixǉen kao eksperiment
koji �e pokazati da je magnetni moment ~µ (koji potiqe od kretaǌa elektrona oko
jezgra) prostorno kvantovan. Semiklasiqna razmatraǌa daju vezu izme�u opera-
tora magnetnog momenta i momenta impulsa:

~̂µ = −µB

h̄
~̂L (2.1)

i potencijalnu energiju magnetnog momenta atoma sa koordinatom ~r u spoǉaxǌem
magnetnom poǉu ~B:

V (~̂r) = −~̂µ · ~B(~̂r). (2.2)

U izrazu (2.1) µB je Borov magneton i dat je relacijom µB = eh̄
2me

.

Eksperiment je pokazao da je broj tragova na ekranu paran, a ne neparan
kako se oqekivalo na osnovi svojstvenih vrednosti za L̂z . Sa ciǉem objaxǌeǌa
rezultata eksperimenta uvedena je hipoteza spina (Godsmit i Ulenbek 1925), koji

se opisuje kao unutraxǌi moment impulsa kvantne qestice, sa oznakom ~̂S.

Ispostavǉa se da se relacija (2.1) mo�e primeniti i u sluqaju spina –
malo modifikovana:

~̂µ = −gsµB

h̄
~̂S, (2.3)

gde je gs �iromagnetski faktor spina, za koji se uzima da va�i gs ≈ 2. Uzev u
obzir vezu sa Paulijevim spinskim operatorom ~̂σ:

~̂S =
h̄

2
~̂σ, (2.4)

10
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iz (2.3) sledi:
~̂µ = µB~̂σ. (2.5)

Pored potencijalne energije, atom1 poseduje i kinetiqku energiju, pa Hamil-
tonijan glasi (Bohm 1951):

Ĥ =
~̂p2

2m
+ µB

~B(~̂r) · ~̂σ, (2.6)

gde su ~̂p i ~̂r impuls i koordinata atoma, a m ǌegova masa. Budu�i da je mag-
netno poǉe u eksperimentu izrazito nehomogeno, uzima se da je oblika (0, 0, B(ẑ)),
odnosno samo ǌegova z komponenta. Zato se izraz (2.6) meǌa u slede�i:

Ĥ =
~̂p2

2m
+ µBB(ẑ) · σ̂z , (2.7)

pri qemu je σ̂z z-projekcija opservable spina (referentna z-osa je odre�ena prav-
cem magnetnog poǉa). Za B(ẑ) se obiqno stavǉa da je2:

B(ẑ) = B0 + B′ẑ. (2.8)

Formalno posmatraju�i, atom mo�e biti opisan orbitalnim (~̂r, ~̂p) i spin-
skim, ~̂σ, stepenima slobode, odnosno tenzorskim proizvodom odgovaraju�ih Hil-
bertovih prostora HO ⊗HS . Stoga, puna kvantno-mehaniqka verzija izraza (2.7)
glasi:

Ĥ =
~̂p2

2m
⊗ ÎS + µBB(ẑ)⊗ σ̂z . (2.9)

Ovakav zapis Hamiltonijana, zanimǉivo, stoji u pozadini opreqnih interpreta-
cija eksperimenta koje se mogu na�i u referencama u Uvodu.

U okviru Bomovog modelovaǌa (Bohm 1951) Xtern-Gerlahovog eksperimenta
smatra se da je atomski centar mase dovoǉno makroskopski za ulogu aparata (u
skladu sa fon Nojmanovom teorijom kvantnih mereǌa) – aparata koji daje in-
formacije o spinu. Prema tome, od interesa su opservable polo�aja i impulsa
centra mase atoma, pa Hamiltonijan (2.9) sada pixemo kao:

Ĥ =
~̂p2

CM

2m
⊗ ÎS + µBB(ẑCM )⊗ σ̂z . (2.10)

1Nije naodmet ista�i da su atomi u Xtern-Gerlahovom eksperimentu takvi da za ǌih va�i
L = 0 i S = 1

2
, odnosno sav moment impulsa atoma potiqe od valentnog elektrona.

2Iako tako definisano poǉe ne zadovoǉava Meksvelovu jedanaqinu ~∇ · ~B = 0 – mi ovde qinimo
jedno uprox�eǌe.
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Magnetno poǉe ima za funkciju da kupluje opservablu koordinate centra mase
atoma i z-projekciju opservable spina, pa otuda i spletenost3 (koja je osnov za
mereǌe (Dugi� 2004b)), pri qemu je drugi qlan u izrazu (2.10) dominantan u
oblasti magneta, pa se staǌe meǌa u skladu sa Xredingerovom jednaqinom:

|Ψ(t)〉 = exp(−2πitµBB(ẑCM )⊗ σ̂z /h)|ψ〉 ⊗ (C1 | ↑〉z + C2 | ↓〉z), (2.11)

gde |ψ〉 ∈ HO , a |ψ〉 ⊗ (C1 | ↑〉z + C2 | ↓〉z) oznaqava poqetno nekorelisano staǌe or-
bitalnih i spinskih stepeni slobode. Pri tome, t je vreme koje atom provede u
magnetnom poǉu. Posledica ove vremenske evolucije jeste nastajaǌe spletenog
staǌa (Bohm 1951; Dugi� 2004b):

|Ψ〉S+CM = C1 |−〉CM | ↑〉z + C2 |+〉CM | ↓〉z , (2.12)

gde su | ↑〉z , | ↓〉z svojstvena staǌa z-projekcije opservable spina σ̂z , a |±〉CM su
talasni paketi koji opisuju kretaǌe centra mase atoma (taqnije, req je o tzv.
“minimalnim talasnim paketima” koji zadovoǉavaju ∆ẑ · ∆p̂z = h̄) i za koje se
mo�e pokazati da va�i CM 〈+|−〉CM ≈ 0, (Dugi� 2004b).

Kako je reqeno u Uvodu, najqex�e korix�ena interpretacija (Bor, Pauli,
Mot) je da se orbitalni stepeni slobode atoma mogu tretirati klasiqno. U
Xtern-Gerlahovom eksperimentu ti stepeni slobode su predstavǉeni talasnim
paketom 4– talasni paketi slede klasiqne trajektorije i staǌe S + CM sistema
se mo�e zapisati kao:

ρ̂S+CM = |C1 |2|+〉CM 〈+| ⊗ | ↓〉z〈↓ |+ |C2 |2|−〉CM 〈−| ⊗ | ↑〉z〈↑ |. (2.13)

Ovo shvataǌe je ostalo popriliqno raxireno u literaturi, (v. Uvod), jer u do-
broj meri deluje plauzabilno. Ali, ne mo�e se zanemariti ni relacija (2.12), jer
ona sledi na osnovu etabliranih postulata kvantne mehanike. Negirati staǌe
(2.12) znaqi odbaciti a priori neki od postulata kvantne mehanike – postulata
koji su verifikovani kroz mnogobrojne eksperimente ili pak uvesti novi model.

Bomovo modelovaǌe, (2.10), niti odbacuje mexano staǌe niti ga prihvata.
Ne prihvata u smislu da je staǌe (2.12) ono koje karakterixe kompozitni sistem
S + CM . Zapravo, Bom staǌe (2.12) zapisuje kao (Bohm 1951):

|Ψ〉S+CM = C1 exp (ıα−)|−〉CM | ↑〉z + C2 exp (ıα+)|+〉CM | ↓〉z , (2.14)

3Engl.: entanglement.
4Iz analogije jednaqine kretaǌa za mexano staǌe ıh̄ dρ̂

dt
= [Ĥ, ρ̂] sa Liuvilovom jednaqinom df

dt
=

[H, f ]PB, koja opisuje kretaǌe fiziqkog sistema u faznom prostoru preko funkcije raspodele f ,
postaje jasnija veza mexano staǌe – klasiqne trajektorije.
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gde su α± faze koje se tiqu svojstvenih vrednosti opservable aparata CM i pred-
stavǉaju dinamiqke veliqine. Po Bomu, staǌe koje se dobija uzimaǌem traga
(integraǉeǌem po fazama) po staǌima aparata:

ρ̂S = |C1 |2| ↑〉z〈↑ |+ |C2 |2| ↓〉z〈↓ |, (2.15)

poseduje klasiqnu realnost. Budu�i da se u (Bohm 1951) analiza oslaǌa na
Kopenhagensku xkolu kvantne mehanike, merni aparat CM je klasiqne prirode,
korelacije izme�u objekta mereǌa S i aparata CM (tj. izme�u odgovaraju�ih
opservabli) su tako�e klasiqne, pa Bom izvodi zakǉuqak da je poznavaǌe (2.15)
dovoǉno da kroz te korelacije obezbedi i poznavaǌe vrednosti opservable polo-
�aja CM atoma.

Staǌa (2.12) i (2.13) nose sa sobom me�usobno razliqita fiziqka znaqeǌa.5

Qisto staǌe slo�enog sistema podrazumeva postojaǌe kvantne neseparabilnosti
(kvantne korelacije) i kvantne nelokalnosti, dok je mexano staǌe odgovaraju�i
zapis klasiqnog (Gibsovog) ansambla i podrazumeva postojaǌe klasiqnih ko-
relacija. Neseparabilnost znaqi da dok je slo�enom sistemu “S + CM” pridru-
�eno staǌe (sa verovatno�om maǌom ili jednakom 1), dotle podsistemi S i CM
nemaju svoja staǌa a priori. Mereǌem (na ovom mestu je neva�no kako se to mereǌe
mo�e izvesti) na nekom od podsistema se uspostavǉa staǌe celine, “S + CM”,
bilo kao |−〉CM | ↑〉z , bilo |+〉CM | ↓〉z6. Time su istovremeno odre�ena staǌa oba
podsistema, a to znaqi da kvantna neseparabilnost ima osobinu nelokalnosti –
fiziqko rastojaǌe me�u podsistemima ne igra ulogu u uspostavǉaǌu prethodno
navedenih staǌa.

Ali, qisto i mexano staǌe koje se tiqu kompozitnog sistema “S + CM” se
ne mogu razlikovati kada je u pitaǌu opis na podsistemu. To znaqi da reduko-
vani statistiqki operator, koji se tiqe npr. podsistema CM7, ima istu formu
bilo da je izveden iz ρ̂S+CM , bilo iz |Ψ〉S+CM staǌa, tj. va�i:

ρ̂CM = trS ρ̂S+CM = trS |Ψ〉S+CM 〈Ψ| = |C1 |2|+〉CM 〈+|+ |C2 |2|−〉CM 〈−|, (2.16)

s tim da gorǌe ρ̂CM nije staǌe podsistema CM , ve� samo pogodan matematiqki
zapis. Formalno, to se zapisuje kao:

ρ̂S+CM 6= |Ψ〉S+CM 〈Ψ| 6= ρ̂CM ⊗ ρ̂S , (2.17)

xto znaqi da i mexani ansambl ρ̂S+CM i qisti ansambl |Ψ〉S+CM nose kvantne ko-
relacije podsistema S i CM . Prethodno je reqeno da mexani ansambl ρ̂S+CM nosi

5I po analogiji sa slavnim Jangovim eksperimentom: staǌe (2.12) ima interferencione qlanove,
dok u (2.13) toga nema.

6Req je zapravo o redukciji qistog staǌa, v. daǉe tekst.
7Analogno va�i i za S podsistem.
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klasiqne korelacije: to ovde znaqi da pojedinaqni parovi podsistema “S + CM”
imaju odre�ena staǌa, ali sa odgovaraju�im verovatno�ama, dok pojedinaqni
podsistemi i daǉe nemaju odre�ena staǌa. Podsistemska matrica gustine ρ̂CM je
upravo izabrana da se poka�e zaxto vredi ispitivati koncept klasiqne trajek-
torije u ovom eksperimentu. Dva staǌa, ρ̂S+CM i ρ̂CM⊗ρ̂S , sa razliqitim fiziqkim
znaqeǌima, u odnosu na podsistemsko mereǌe daju istu predikciju – da CM
sistem sledi jednu trajektoriju sa verovatno�om |C1 |2 a drugu sa verovatno�om
|C2 |2, xto odre�uje i naqin na koji je spin izmeren.

Dok su za podsistemska mereǌa |Ψ〉S+CM i ρ̂S+CM nerazliqivi, postoje mere-
ǌa koja (teorijski bar) mogu da razlikuju staǌa (2.12) i (2.13). Req je o tzv.
dvostruko-nekompatibilnim, simultanim, prediktivnim (nadsistemskim) meren-
jima (Dugi� 2004b). Ovakvo mereǌe bi se moglo posti�i mereǌem kompozitne
opservable, npr. p̂CM ⊗ Ŝx na S +CM sistemu. To znaqi da je ispuǌen uslov neko-
mutiraǌa sa kompozitnom opservablom u qijem svojstvenom bazisu su zapisana
staǌa (2.12) i (2.13):

[ẑCM ⊗ Ŝz , p̂CM ⊗ Ŝx] 6= 0. (2.18)

Me�utim, takva mereǌa su texko izvodiva u praksi. Ako bi ta mereǌa i mogla
biti izvedena, treba imati u vidu da su gorǌi zapisi qistog i mexanog staǌa,
(2.12) i (2.13), idealizacije realnog staǌa (kakvo god ono bilo) kojim je opisan
ansambl atoma u me�uprostoru izme�u magneta i ekrana, jer je vremenska zav-
isnost koje figurixe u jednakosti (2.11) zanemarena nadaǉe – izrazi (2.12) i
(2.13), dakle, predstavǉaju idealizaciju. Sve ovo znaqi da je texko eksperimen-
talno utvrditi sa kojim staǌem imamo posla: da li je (2.12) ili (2.13), ili je
pak u pitaǌu nekakav ǌihov “hibrid”.

U dosadaxǌoj slici je va�no ponoviti da je atom kao celina izolovan sis-
tem, a da je magnetno poǉe – klasiqno spoǉaxǌe poǉe, pa se samim tim oqekuje
da se dinamika sistema sve vreme opisuje Xredingerovom jednaqinom. Kako je
(2.12) posledica unitarne evolucije koju generixe Hamiltonijan (2.10) a smatra
se da se realno zbivaǌe u eksperimentu mo�e protumaqiti u terminima mexavine
(2.13), mo�e se pretpostavǉati da u prostoru izme�u magneta i ekrana nastupa
redukcija u smislu fon Nojmana (von Neumann 1955), odnosno proces koji je odgov-
oran za prelaz staǌa (2.12) u (2.13). Prelaz o kome je req se mo�e zapisati kao:

|Ψ〉S+CM = C1 |−〉CM | ↑〉z + C2 |+〉CM | ↓〉z −→
−→ ρ̂S+CM = |C1 |2|+〉CM 〈+| ⊗ | ↓〉z〈↓ |+ |C2 |2|−〉CM 〈−| ⊗ | ↑〉z〈↑ |, (2.19)

qistog u mexano staǌe, xto je sinonim procesa mereǌa u fon Nojmanovoj teoriji.
A ovo sigurno ne spada u unitarnu evoluciju (koja je ekvivalent va�eǌa Xre-
dingerove jednaqine) a ovde kao posledica izolovanosti fiziqkog sistema, tj.
atoma. Gde nastupa redukcija u eksperimentu je osnovno pitaǌe koje se sada
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postavǉa. Ovo pitaǌe ima smisla jer redukcija mo�e nastupiti na dva mesta:
ili ispred ekrana ili na ekranu. Ostvareǌe prvog scenarija upravo znaqi da
klasiqne trajektorije postoje, i da se prelaz (2.19) odigrava u prostoru izme�u
magneta i zastora. Druga mogu�nost, pak, znaqi da se redukcija odvija na ekranu,
xto pridru�uje aktivnu ulogu ekranu u eksperimentu. Ili reqnikom teorije
mereǌa: u prvom sluqaju redukcija se tiqe kvantnog mereǌa prve vrste (predik-
tivno, ponovǉivo mereǌe) dok u drugom se tiqe kvantnog mereǌe druge vrste
(neponovǉivo mereǌe). qiǌenica je da su kvantna mereǌa druge vrste texko
pristupaqna za teorijsku elaboraciju, pa se ispitavaǌe scenarija da li je staǌe
(2.13) validno za opis Xtern-Gerlahovog eksperimenta qini lakxim zadatkom.

Budu�i da fon Nojmanova kvantna teorija mereǌa sama po sebi ne objaxn-
java proces redukcije, ve� ga uvodi ad hoc, name�e se pitaǌe da li ima prostora
za reinterpretaciju Xtern-Gerlahovog eksperimenta.

U svetlu prethodno reqenog, teorija dekoherencije u naqelu nudi mogu�nost
za reinterpretaciju, xto je kvalitativno pokazano u (Dugić 2004a). Pomenuti
predlog se zasniva na opa�aǌu da je u Bomovom modelovaǌu (Bohm 1951; Dugić
2004a; Dugi� 2004b) pre�utno izostavǉena opservabla polo�aja relativne qes-
tice, tamo kao nepotrebna.

O atomima se uobiqajeno razmixǉa kao o slo�enim sistemima sastavǉenim
od elektrona, protona i neutrona, iako se eksperimentalno kao takvi ne opa�aju.
Ono qime se eksperimentalno (ili boǉe re�i efektivno) barata je centar mase
atoma i relativna qestica. I u Xtern-Gerlahovom eksperimentu je, smatra se,
to sluqaj: ekran bele�i mesto upada atoma kao celine, odnosno ǌegovog centra
mase.

S druge strane, dobro poznate linearne kanonske transformacije, gde su
~̂ri-ovi opservable polo�aja atomskih konstituenata, a N ǌihov ukupan broj:

~̂RCM =
N∑

i=1

mi~̂ri/
N∑

i=1

mi (2.20)

i
~̂ρRα = ~̂r1 − ~̂rα+1 (2.21)

daju sa matematiqke taqke gledixta opservable polo�aja centra mase atoma
(CM) i “relativne qestice” (R). To pru�a i formalno opravdaǌe za predlog
relativnih qestica kao okru�eǌa za centar mase atoma koji onda mo�e da ima
ulogu aparata. Inaqe, kako je dobro poznato iz atomske fizike, primena (2.20) i
(2.21) je standardna procedura pri rexavaǌu problema vodonikovog atoma. Tako
se sa dekompozicije atoma “elektron+proton” prelazi na dekompoziciju “centar
mase atoma+relativna qestica”, xto na koncu omogu�ava separaciju varijabli
i rexavaǌe svojstvenog problema relativne qestice.

Iz (2.21) i (2.22) se lako dobija inverzna transformacija:
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~̂ri = ~̂RCM +
N−1∑

α=1

ωαi~̂ρRα, (2.22)

pri qemu su ωαi konstante koje zavise od odnosa masa qestica konstituenata i
ukupne mase sistema. Verovatno je oqigledno, ali nije naodmet napomenuti, da se
ove transformacije tiqu orbitalnog dela, HO , prostora staǌa atoma: ukupni
prostor staǌa se mo�e predstaviti kao H = HO ⊗HS , tj. kao tenzorski proizvod
orbitalnog i spinskog faktor prostora staǌa, redom.

Uopxteno govore�i, Hamilonijan koji, u naqelu, opisuje kuplovaǌe or-
bitalnih (O) i spinskih (S) stepeni slobode u sistemu glasi:

Ĥ = ĤO ⊗ ÎS + ÎO ⊗ ĤS + ĤS+O , (2.23)

sa oqiglednim oznakama. U nerelativistiqkoj kvantnoj mehanici spinu samom po
sebi se ne pripisuje energija pa je stoga uobiqajeno da se qlan ĤS izostavǉa.
Xto se tiqe qlana ĤO+S on obuhvata i spin-spin i spin-orbit interakcije koje
�emo radi jednostavnosti modelovaǌa zanemariti, uzimaju�i u razmatraǌe samo
ĤS+O ≡ ĤS+CM = µBB(ẑCM ) ⊗ σ̂z iz standardnog modelovaǌa Xtern-Gerlahovog
eksperimenta, (2.10).

Uzimaǌem u obzir sistem “relativne qestice”, R, mo�e se primeniti op-
xta shema teorije dekoherencije: objekat mereǌa (O)+aparat(A)+okru�eǌe(E)
i to u smislu da je objekat mereǌa spin atoma (S), aparat je centar mase atoma
(CM) a okru�eǌe aparata je relativna qestica (R). Bez prisustva sistema R,
sistem CM ne mo�e biti klasiqni aparat u smislu fon Nojmanove teorije. Za
ovaj predlog je predvi�ena i eksperimentalna provera (Dugić 2004a), bazirana
na analogiji sa eksperimentima u vezi neutronske interferometrije a sa ciǉem
verifikacije (ne)va�eǌa Belove nejednakosti – u verziji u kojoj, dakle, atomi
zameǌuju neutrone.

Dakle, u (Dugić 2004a) je req o minimalnom proxireǌu Bomovog mod-
ela, ukǉuqivaǌem stepeni slobode relativnih qestica u dinamiku atoma, xto
bi moglo da baci novo svetlo na gore iznete dileme 8.

Va�no je jox jednom podvu�i da u standardnoj interpretaciji S + CM sis-
tem, tj. atom, predstavǉa izolovan sistem, dok u dekoherencijskom pristupu to
vixe nije – S + CM je otvoren sistem, sa okru�eǌem R. Dinamika S + CM
sistema se ne pokorava Xredingerovoj jednaqini, tj. evolucija nije unitarnog
karaktera. Xtavixe, opxti zakon koji opisuje dinamiku otvorenih sistema i
nije poznat. To je ujedno i specifiqnost dekoherencijskog modelovaǌa: atom kao
slo�eni sistem je izolovan, xto znaqi da proces dekoherencije u ovom sluqaju
ne zahteva otvorenost sistema kao celine ve� samo nekih stepeni slobode –
ovde su to stepeni slobode centra mase atoma.

8Ako je, recimo, Bor–Pauli–Mot interpretacija taqna, za oqekivati je da je teorija dekoheren-
cije i potvrdi.
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Hamiltonijan koji odgovara ovom pristupu bi trebalo da, kvalitativno,
glasi:

Ĥ = ĤCM + ĤR + ĤCM+S , (2.24)

gde su prva dva qlana sopstveni Hamiltonijani centra mase atoma i ǌegovog un-
utraxǌeg okru�eǌa respektivno, a ĤCM+S ≡ µBB(ẑCM ) ⊗ σ̂z i iz qega se vidi da
je atom ovde dekomponovan na S +CM +R podsisteme. Budu�i da ni magnet, niti
magnetno poǉe ne igraju ulogu dinamiqkih sistema (tj. ne trpe promene staǌa
tokom eksperimenta) jasno je da oni ne mogu da budu “aparat”9 koji obezbe�uje
mereǌe spina. U ponu�enoj dekompoziciji atoma jedino R podsistem mo�e
da igra takvu ulogu. Uvo�eǌem interakcije ĤCM+R obezbe�ena je “spoǉaxǌa
akcija” na aparat CM xto ujedno stvara uslove za iskazivaǌe klasiqne real-
nosti opservabli centra mase (ovde bi to bile klasiqne trajektorije) atoma u
eksperimentu.

Tako ukupni Hamiltonijan dobija slede�u formu:

Ĥ = ĤCM + ĤR + ĤCM+S + ĤCM+R , (2.25)

a qlan ĤCM+R predstavǉa efektivnu interakciju potrebnu da bi proces deko-
herencije mogao da se odigra – stepeni slobode centra mase su oni za koje se
oqekuje da dekoheriraju i nose klasiqnu informaciju10o putaǌama atoma, a samim
tim i o spinu atoma.

Dakle, po programu teorije dekoherencije (Dugi� 2004b) potrebno je mod-
elovati interakciju ĤCM+R, koja je potrebna da bi dekoherencijsko proxireǌe
modela omogu�ilo reprodukciju izraza za mexano staǌe, ρ̂S+CM . Pored ovoga,
zbog malosti okru�eǌa R, po�eǉno bi bilo na�i vreme dekoherencije, odnosno
rekurencije. S druge strane, poxto matematiqka konzistentnost modelovaǌa nije
unapred garancija uspexnosti modela, rezultate treba uporediti sa eksperimen-
talnim podacima, da bi se videlo da li je pak dekoherencijski model fiziqki
realan.

Me�utim, pre iznala�eǌa interakcije neophodno je proanalizirati un-
utraxǌu dinamiku atoma u okviru S + CM + R dekompozicije, da bi se videlo
koliko je takva jedna dekompozicija fiziqki plauzabilna. A to je upravo sadr�aj
slede�eg poglavǉa.

9Aparat je ovde stavǉen pod znake navoda jer se ne misli na aparat iz fon Nojmanove teorije
mereǌa. Tamoxǌi aparat qini sa objektom mereǌa izolovani sistem, dok aparat na koji se
trenutno misli predstavǉa akciju spoǉa u odnosu na taj izolovani sistem.

10Termin “klasiqna informacija” znaqi da je staǌe sistema S + CM odre�eno nekim staǌem iz
skupa {|Ci|2, |±〉CM | ↑↓〉z} i da staǌe |+〉CM | ↓〉z ili |−〉CM | ↑〉z nosi maksimum informacija koje se
mogu imati o kompozitnoj opservabli ẑCM ⊗ Ŝz . Xtavixe, prethodni skup nosi maǌak klasiqnih
informacija, jer se govori u terminima verovatno�e, ali to je klasiqna neodre�enost, osobina
svih mexanih staǌa u kvantnoj mehanici, pa i (2.13).



3

Podsistemi atoma i ǌihova
dinamika

Slo�enim mikrosistemima (tj. tumaqeǌu ǌihove unutraxǌe strukture) kao
xto su atomi, molekuli uvek se mo�e pristupati iz vixe pravaca, formalno-
matematiqki gledano. Kao najprostiji primer uzmimo bipartitni sistem C =
A+B i pretpostavimo da nekim linearnim invertibilnim preslikavaǌem (trans-
formacijom) 1 f mo�emo dati sistem dekomponovati kao C = D + E. Dekom-
ponovaǌe se, u principu, ne mora zavrxavati ovde. Dekompozicija mo�e biti,
u principu, bezbroj, xto sve zavisi od transformacije f i od poqetne struk-
ture na koju ona “deluje”, pri qemu su sve dekompozicije ravnopravne. Xta
�e priroda odabrati (i zaxto) kao aktuelnu konfiguraciju sistema je pitaǌe
na samom frontu fizike danas, posebno teorije dekoherencije (Zurek 1982; Zurek
1993; Dugić and Jeknić 2006; Dugić and Jeknić-Dugić 2008). U nastavku �e posebno od
interesa biti neke dekompozicije atoma.

3.1 Atomski centar mase

Kada se govori o unutraxǌoj strukturi atoma, obiqno se misli na dekom-
ponovaǌe atoma na elektronski omotaq i jezgro, u kome su smexteni protoni i
neutroni. U tom sluqaju Hamiltonijan slobodnog atoma, van spoǉaxǌih poǉa
glasi (uzimaju�i u obzir i Kulonovu i nuklearnu interakciju izme�u atomskih
partikula; A, Z su maseni i atomski broj, respektivno):

Ĥ ′ =
Z∑

i=1

T̂ei +
Z∑

j=1

T̂pj +
A−Z∑

k=1

T̂nk + V̂ ee
Coul + V̂ ep

Coul + V̂ pp
Coul + V̂nucl, (3.1)

gde su T̂ei, T̂pj, T̂nk kinetiqke energije elektrona, protona i neutrona redom, V̂Coul

1Koje nu�no mora biti linearno i invertibilno da bi bilo mogu�e po potrebi vratiti se na
polazni sistem.

18
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Kulonova interakcija parova qestica (elektronsko-elektronska, elektronsko-pro-
tonska i protonsko-protonska) dok V̂nucl oznaqava nuklearnu interakciju izme�u
qestica u jezgru i mo�e se opisati recimo tzv. Jukavinim potencijalom za par
(n, n′) nukleona:

V̂ nn′
nucl ≡ −γ2 exp(−µ|~̂rn − ~̂rn′ |)

|~̂rn − ~̂rn′ |
, (3.2)

(γ je konstanta, a r = 1
µ je domet nuklearnih sila). Dakle, sve interakcije

u atomu, bez obzira na poreklo, zavise samo od rastojaǌa izme�u qestica,
odnosno date su kao funkcije F(|~̂rn − ~̂rm|).

Kao rezultat primene transformacije (2.22) na (3.1), a uzev u obzir (2.23),
dobija se (Dodatak A):

Ĥ = ĤCM + ĤR + ĤS+CM , (3.3)

gde je ĤCM =
~̂p2

CM

2M
(kinetiqka energija centra mase atoma, M je celokupna masa

atoma), ĤR =
∑A+Z−1

α=1 T̂Rα +
A+Z−1∑

η=1

A+Z−1∑

ν=1

M̂ (R)
ην + V (|~̂ρRα |) (sopstveni Hamiltonijan

sistema relativne qestice) a ĤS+CM ≡ µBB(ẑCM )⊗ σ̂z . Dakle, (3.3) je Hamiltoni-
jan koji opisuje atom nakon uvo�eǌa centra mase atoma i relativne qestice a
sada u refaktorizovanom prostoru staǌa HO ⊗HS = HCM ⊗ HR ⊗HS .

Ono xto se odmah uoqava u (3.3) je nepostojaǌe qlana ĤCM+R za koji je
reqeno da je neophodan da bi se proces dekoherencije eventualno odvijao. Uni-
tarni operator vremenske evolucije, generisan gorǌim Hamiltonijanom, glasi:

Û = exp (− ı

h̄
tĤ) ∼= exp (− ı

h̄
t(ÎS ⊗ ĤCM ⊗ ÎR + ĤS+CM ⊗ ÎR)) exp (− ı

h̄
t(ÎS ⊗ ÎCM ⊗ ĤR)).

(3.4)

Pretpostavi�emo da je poqetno staǌe sistema S + CM + R nekorelisano:

|ψ〉CM |0〉R(C1 | ↑〉Sz + C2 | ↓〉Sz). (3.5)

Iz prethodnog izlagaǌa svi faktori separabilnog staǌa (3.5) su poznati, sem
staǌa |0〉R koje predstavǉa osnovno staǌe sistema relativne qestice R. Budu�i
da nema splitaǌa CM i R sistema, rezultat delovaǌa (3.4) na (3.5) se mo�e
zapisati kao:

|Ψ〉S+CM |0̃〉R , (3.6)

gde je |Ψ〉S+CM qisto staǌe (2.12) a |0̃〉R = exp (− ı
h̄ tĤR)|0〉R.
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Uzimaǌem traga po stepenima slobode okru�eǌa R, sasvim jednostavno se
dobija spleteno staǌe (2.12):

tr|Ψ〉S+CM 〈Ψ| ⊗ |0̃〉R〈0̃| =
=R 〈0̃|Ψ〉S+CM 〈Ψ|0̃〉R ⊗R 〈0̃|0̃〉R +
+R 〈1̃|Ψ〉S+CM 〈Ψ|0̃〉R ⊗R 〈0̃|1̃〉R =
= |Ψ〉S+CM 〈Ψ| ⊗R 〈0̃|0̃〉R〈0̃|0̃〉R =
= |Ψ〉S+CM 〈Ψ|, (3.7)

gde je iskorix�ena qiǌenica da je operacija traga bazis invarijantna, pa je za
bazis uzet {|0̃〉R , |1̃〉R} iz prostora staǌa R podsistema.

Egzaktna dekuplovanost CM podsistema od R podsistema nam govori o tome
da R nije okru�eǌe za atomski centar mase – CM je izolovan od R te ne mo�e
biti dekoherencije, pa prema tome ni klasiqnih trajektorija. Sistem S + CM
sve vreme ostaje u staǌu (2.12), koji opisuje qisti ansambl izme�u magneta i
zastora. Ovo ujedno sugerixe da centar mase atoma kao aparat nije pogodan izbor
– bar kada se ide tragom Bomovog modela i opxtih postavki dekoherencije, jer
ne omogu�ava nala�eǌe interakcije izme�u CM i R podsistema, ni u principu,
xto iskǉuquje predlog u (Dugić 2004a).

3.2 Jezgreni centar mase

Dekompozicija atoma na atomski centar mase (CM) i relativnu qesticu (R)
nije jedina mogu�nost kada je o dekomponovaǌu atoma na podsisteme req. Dobro
je poznato da je 99,99% mase atoma smexteno u jezgru i da je texko eksperi-
mentalno razlikovati CM jezgra od CM kompletnog atoma. Zbog toga, mo�e se
usvojiti drugi pristup u redefinisaǌu atomskog sistema koji se sastoji u tome
da kanonska transformacija (2.22) bude primeǌena na jezgro, a da koordinate
elektrona ostanu netaknute. Ovakav pristup transformixe izraz (3.1), odnosno
(2.23) u slede�i Hamiltonijan (Dodatak A):

Ĥ = Ĥe + ĤCM + ĤR + ĤCM+S + Ĥe+CM+R , (3.8)

koji opisuje atom nakon uvo�eǌa centra mase jezgra i relativne qestice jez-
gra, pri qemu je prostor staǌa sada opisan kao HE ⊗ HCM ⊗ HR ⊗ HS (radi
kratko�e zapisa podrazumevamo CMN ≡ CM i RN ≡ R, jer �emo nadaǉe imati
u vidu samo ovaj sluqaj). U izrazu (3.8), Ĥe = T̂e + V̂ ee

Coul (kinetiqka energija
elektrona+Kulonova interakcija me�u elektronima), ĤCM +ĤR je formalno isto
sa qlanovima u (3.3), dok se posledǌi qlan transformixe u:
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V̂ ep
Coul ≡ Ĥe+CM+R = k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
, (3.9)

imaju�i u vidu relaciju (2.22).

S obzirom na virtuelnu nerazliqivost atomskog od jezgrenog centra mase,
(3.8) se qini kao dobra alternativa, pod uslovom da se izna�e naqin da se troqes-
tiqna interakcija Ĥe+CM+R redukuje na dvoqestiqnu – ĤCM+R, u skladu sa za-
htevom programa teorije dekoherencije.

Hamiltonijan (3.8) je po svojoj strukturi na “pola puta” izme�u atomske
fizike i nuklearne fizike i prouqavaǌe ǌegove dinamike je tim ve�i izazov. U
atomskoj fizici jezgro je taqkasto – praktiqno je svedeno na svoj centar mase i
nema strukturu. To je u sluqaju kada koordinate relativne qestice ixqezavaju
i (3.8) prelazi u:

ĤA = ĤE + ĤCM + Ĥe+CM , (3.10)

gde je Ĥe+CM =
∑Z

i=1
kZ

|~̂rei− ~̂R
CM

|
. U nuklearnoj fizici, pak, po pravilu nema elek-

trona u eksplicitnom obliku, zanemaruje se Kulonova interakcija izme�u pro-
tona i elektrona i spletenost koja iz ǌe sledi. Odgovaraju�i limes Hamiltoni-
jana (3.8), dobijen usredǌavaǌem po staǌima elektronskog podsistema glasi (v.
ni�e):

ĤN
∼= ĤCM + ĤR + ĤCM+R , (3.11)

I pored ove simplifikacije, dinamika nukleona u jezgru je i daǉe u priliq-
noj meri nepoznata. Budu�i da analitiqki oblik nuklearne interakcije nije
poznat, qesto je u upotrebi kolektivni model jezgra koji daje uvid u skupno
ponaxaǌe nukleona (na uxtrb informacija o pojedinaqnim nukleonima) i gde se
uvode kolektivne opservable kakva je npr. opservabla centra mase jezgra (Pierls
and Yoccoz 1957).

Znaqaj kolektivnog modela jezgra za teoriju dekoherencije je natuknut u
(Zeh 2005), ali u nerazra�enoj formi, gde autor istiqe da se tokom teorijske
analize veze izme�u kolektivnih stepeni slobode i stepeni slobode pojedinaqnih
nukleona javǉaju primeri kvantne spletenosti, ali tamo opisanih i tumaqenih
preko klasiqnih korelacija. Jedan primer takve veze ime�u kolektivnih i poje-
dinaqnih stepeni slobode u jezgru bi mogla da bude upravo interakcija ĤCM+R.
To daje motiv za tra�eǌe mogu�e spletenosti CM i R podsistema, spletenosti
koja je nu�na ako �elimo da ispitamo da li podsistem relativnih qestica mo�e
biti unutraxǌe okru�eǌe u atomu.
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3.2.1 Elementi adijabatske aproksimacije

Primena kanonskih transformacija samo na jezgro kako je gore opisano,
izraz (3.8), izdvaja elektronski sistem E u odnosu na CM i R. Ako se jox uzme
u obzir da je E sistem mnogo maǌe mase od mase CM+R sistema, otvara se pitaǌe
xta bi upotreba adijabatske aproksimacije u analizi (3.9) i ǌegovih posledica
mogla dati. Adijabatska aproksimacija je inaqe uobiqajen naqin aproksima-
tivnog tretiraǌa dinamike u slo�enim sistemima kao xto su molekuli (Messiah
1976; Atkins and Friedman 2005).

Adijabatsko tretiraǌe dinamike molekula je zasnovano na semiklasiqnom
uoqavaǌu da su jezgra spora u odnosu na elektrone. Za elektrone, kretaǌe jez-
gara daje sporo promenǉivo poǉe, kojem se elektroni adijabatski (trenutno)
prilago�avaju. Za jezgra, elektroni su mnogo brzi, pa se jezgra kre�u u usred-
ǌenom poǉu, koje zavisi od staǌa elektrona – formalno sliqno sa (3.11).

Odgovaraju�i molekularni Hamiltonijan je zapravo (3.1)2, s tim da trenu-
tno uzimamo u obzir samo Kulonovu interakciju me�u konstituentima molekula:

Ĥmol = ĤE + T̂N + V̂ Coul
NN

, (3.12)

gde je ĤE = T̂e + V̂ Coul
ee + V̂ Coul

eN
(zbir kinetiqkih energija elektrona, elektronsko-

elektronske Kulonove interakcije i Kulonove interakcije elektrona i jezgara),
T̂N je zbir kinetiqkih energija svih jezgara a V̂ Coul

NN
predstavǉa Kulonovu inter-

akciju izme�u jezgara.

Vremenski nezavisna Xredingerova jednaqina za ukupni sistem (molekul)
glasi:

ĤmolΨ(~r, ~R) = EΨ(~r, ~R), (3.13)

pri qemu se ~r i ~R odnose na koordinate elektronskog (E) i jezgrenog (J) pod-
sistema, respektivno. Jednaqina (3.13) ukazuje na spletenost elektronskog i
jezgrenog podsistema i praktiqno je nerexiva analitiqki.

Budu�i da se za elektrone jezgreni podsistem meǌa vrlo sporo (praktiqno
je “zamrznut”, T̂N = 0̂), za elektrone se koordinate jezgra pojavǉuju kao parame-
tri, pa �e odgovaraju�a svojstvena jednaqina za elektronski podsistem glasiti:

(T̂e + V̂ Coul
eN + V̂ Coul

ee )χei(~r; ~R) = Eeiχei(~r; ~R). (3.14)

2Ovo stoga xto su molekuli i atomi nerazliqivi sa gledixta Hamiltonovog formalizma ako
se ima u vidu dekompozicija na elektrone+protone+neutrone. Razliku unose: ve�i broj jezgara,
te graniqni uslovi.
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Radna je pretpostavka da su rexeǌa za svojstvenu jednaqinu (3.14) poz-
nata (dobijena nekom aproksimativnom metodom). U adijabatskoj aproksimaciji
se, daǉe, pretpostavǉa da je i dobar kvantni broj, i da se svojstveni vektori
molekularnog Hamiltonijana mogu dobiti kao linearne kombinacije svojstvenih
vektora (3.14) |i ~r; ~R〉, za odre�eni kvantni broj i:

∫
|i ~r; ~R〉ϕiν(~R)d~R, (3.15)

ili u koordinatnoj reprezentaciji:

Ψ(~r, ~R) ≈ χei(~r; ~R)ϕiν(~R), (3.16)

odnosno da se staǌe molekula mo�e predstaviti kao pribli�no separabilno.

Zbog (3.14) i (3.16), svojstvena jednaqina za ceo molekul se mo�e zapisati
kao:

(T̂N + V̂ Coul
NN

+ Eei(~R))χei(~r; ~R)ϕiν(~R) = Eχei(~r; ~R)ϕiν(~R). (3.17)

Mno�eǌem posledǌe jednaqine sa χ∗ej
(~r; ~R) i korix�eǌem qiǌenice da rexeǌa

jednaqine (3.14) obrazuju kompletan skup, posle integracije po elektronskim ko-
ordinatama sledi3:

(T̂N + V̂ Coul
NN

+ Eei(~R))ϕiν(~R) = Eϕiν(~R), (3.18)

xto je Xredingerova jednaqina za jezgreni podsistem.

Gore opisanom procedurom je postignuto da je rexavaǌe polazne jednaqine
(3.13) svedeno na rexavaǌe dve, jednostavnije: (3.14) i (3.18). Grexka koja se
pravi korix�eǌem pribli�nog staǌa (3.16) je reda veliqine κ3/4 gde je

κ =
me

MN

EN

Ee
, (3.19)

tzv. adijabatski parametar. Da bi za dati fiziqki sistem adijabatska aproksi-
macija bila validna treba da va�i κ¿1 (xto je u sluqaju molekula ispuǌeno).

Primena adijabatske analize u okviru E + CM + R dekompozicije atoma je
zgodna (i uputna) iz dva razloga:

• Dinamika E, CM , R podsistema je, kako je ve� reqeno, hibridnog karaktera:
nosi u sebi elemente i atomske i nuklearne fizike. Zbog slo�enosti pro-
blema potrebno je izna�i naqin da se nexto ka�e o podsistemskoj dinamici,
pribli�no makar.

3Pri prelazu sa (3.17) na (3.18) zanemaruju se ne-adijabatski qlanovi koji nastaju kuplovaǌem
elektronskih staǌa pod dejstvom operatora T̂N .



Podsistemi atoma i ǌihova dinamika 24

• Od interesa je staǌe atoma u terminima staǌa E, CM i R podsistema.

3.2.2 Adijabatski parametri

Validnost adijabatske aproksimacije je obezbe�ena ako va�i (Messiah 1976):

κ =
m1

m2

E2

E1

¿1 (3.20)

gde su m2 i E2 masa i energija sporijeg podsistema, dok m1 i E1 stoje za br�i pod-
sistem. Za proraqun adijabatskih parametara u okviru dekompozicije E+CM+R
od koristi su slede�i podaci:

• me = 9.10953 · 10−31kg (masa elektrona)

• mp = 1.67265 · 10−27kg (masa protona)

• h̄ = 1.054589 · 10−34J·s (redukovana Plankova konstanta)

• aB = 5, 291772 · 10−11m (Borov radijus).

Prvo raqunamo κ
e/CM

, pa κ
e/R

a onda κ
R/CM

.

1) Adijabatski parametar κ
e/CM

je dat izrazom:

κ
e/CM

=
me

mCM

ECM

Ee
, (3.21)

pa je potrebno proceniti ECM i Ee. Prvo,

Ee =
(∆p)2

2me
=

h̄2

2me(∆x)2
= 2.17991 · 10−18J ≈ 10eV. (3.22)

Energija centra mase se mo�e proceniti kao

ECM =
1
2
mCM v2

CM
, (3.23)

gde je vCM dat izrazom:

vCM =

√
2kBT

mCM

. (3.24)

Zbog (3.23) i (3.24) imamo da je ECM = kB · T – na sobnoj temperaturi ECM =
4.04 · 10−21J ≈ 10−2eV . Smenom ovih vrednosti u (3.21), nalazimo da je:

κ
e/CM

= 1.02975 · 10−8. (3.25)
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2) Adijabatski parametar κ
e/R

je dat izrazom:

κ
e/R

=
me

mR

ER

Ee
. (3.26)

Uzimamo da je mR ∼ mp a da je ER pribli�no jednako vezivnoj energiji nukleona
u jezgru, xto je reda veliqine 10 Mev. Koriste�i vrednosti za Ee, lako se dolazi
do vrednosti:

κ
e/R

= 5.44167 · 102. (3.27)

3) Adijabatski parametar κ
R/CM

je dat preko izraza:

κ
R/CM

=
mR

mCM

ECM

ER

. (3.28)

Uzimaju�i vrednosti za ECM i ER iz 1) i 2), sledi:

κ
R/CM

= 2.57257 · 10−11. (3.29)

Dakle, u E + CM + R dekompoziciji va�e slede�e procene za adijabatske
parametre:

κ1 ≡ κ
e/CM

=
me

mCM

ECM

Ee
= 1.02975 · 10−8, (3.30)

κ2 ≡ κR/e =
mR

me

Ee

ER

= 0.18362 · 10−2, (3.31)

κ3 ≡ κ
R/CM

=
mR

mCM

ECM

ER

= 2.57257 · 10−11. (3.32)

Iz (3.30) i (3.32) vidimo da su elektronski podsistem i podsistem relativne
qestice adijabatski odseqeni od podsistema centra mase. Me�utim, vrednost
parametra (3.31) ukazuje da E i R podsistemi nisu dovoǉno dobro adijabat-
ski dekuplovani jedno od drugog. Izrazi (3.16) i (3.30)-(3.32) zajedno sugerixu
slede�i zapis staǌa atoma dekomponovanog na E + CM + R + S podsisteme:

|ε〉e+R |Ψ〉CM+S + |O(κ)〉e+CM+R+S , κ = max{κi, i = 1, 2, 3}, (3.33)

gde drugi qlan opisuje malu, ali postoje�u, spletenost svih podsistema. Mali
qlan, sa desne strane izraza (3.33), govori o tome da je eksperimentalno uoqavaǌe
spletenosti podsistema E, CM i R malo verovatan doga�aj.
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Adijabatski parametar (3.32) nam govori o tome da su CM i R podsistemi
adijabatski dekuplovani. To ne ide u prilog dekoherencijskom programu mode-
lovaǌa Xtern-Gerlahovog eksperimenta.

Pored kvantitativnog rezultata (3.32), u prilog odsustva dekoherencije za
CM i R podsisteme ide i eksperiment sa vodonikovim atomom. Naime, budu�i da
vodonikov atom ima samo proton u jezgru, jasno je da tu nema mesta za unutraxǌe
okru�eǌe, R. Na osnovu dekoherencijskog modelovaǌa je za oqekivati onda da
vodonikovi atomi ne bi trebalo da daju informacije o spinu u eksperimentu.
Ekspermentalni podaci, me�utim, govore nexto drugo: Fips i Tejlor (Phipps
and Taylor 1927) su pokazali da je ponaxaǌe atoma vodonika analogno ponaxaǌu
atoma srebra u Xtern-Gerlahovom eksperimentu – na ekranu se tako�e vide dva
traga. Otuda sledi zakǉuqak: proces dekoherencije nije neophodan za odvijaǌe
Xtern-Gerlahovog eksperimenta, tj. kvantno staǌe sistema je dato izrazom tipa
(1.1).

3.2.3 Interakcija

Iako je gorǌi zakǉuqak jasan i jedinstven, postavǉa se slede�e pitaǌe: da
li, ipak, interakcija Ĥe+CM+R, mo�e igrati neku ulogu (dekoherencijskog tipa)
za druge atome – sve osim vodonikovog atoma? Naravno, opservabilnost Ĥe+CM+R

bi bila zanimǉiv rezultat.

Staǌe |ε〉e+R, koje pokazuje spletenost elektronskog i podsistema relativne
qestice, (3.33), uvek se mo�e zapisati u obliku Xmitove kanonske forme4(Herbut
1984; Dugi� 2009):

|ε〉e+R =
Z∑

i=1

Ci|χi〉e|βi〉R . (3.34)

Iz ovog zapisa sledi da je staǌe elektronskog podsistema dato kao:

ρ̂e =
Z∑

i=1

|Ci|2|χi〉e〈χi|. (3.35)

Sada, interakcija izme�u CM i R podsistema mo�e biti definisana usred-
ǌavaǌem po staǌima elektronskog podsistema, tripartitne interakcije Ĥe+CM+R:

Ĥe+CM+R = k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
, (3.36)

4Takav zapis obezbe�uje Xmitova teorema koja ka�e da se svako staǌe oblika |Ψ〉12 =∑
i,j Cij |ϕi〉1 |χj〉2 mo�e zapisati kao |Ψ〉12 =

∑
k

√
rk|ϕk〉1 |χk〉2 , a rk-ovi su svojstvene vrednosti

odgovaraju�ih redukovanih statistiqkih operatora ρ̂1 = Σkrk|ϕk〉1〈ϕk| i ρ̂2 = Σkrk|χk〉2〈χk|.
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tj.
ĤCM+R = trĤe+CM+R ρ̂e. (3.37)

Izraz (3.37) se svodi na:

ĤCM+R = kZ
Z∑

i=1

e〈χ| 1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
|χ〉e, ∀j. (3.38)

gde uzimamo da je |χ〉e Z-elektronska Slejterova determinanta. Zbog ortogonal-
nosti staǌa koja qine determinantu imamo:

ĤCM+R = kZ
Z∑

p=1

e〈φp| 1

|~̂re − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
|φp〉e, (3.39)

pri qemu indeks p prebrojava jednoelektronska staǌa u Slejterovoj determi-
nanti.

Rexavaǌe svojstvene jednaqine (3.14) tiqe se aproksimacije taqkastog jez-
gra, gde su varijable jezgra parametri, ~R = ~RCM . Tako, jednostavnosti radi,
pozajmǉujemo rexeǌa za vodoniku-sliqan atom. Rexeǌa su oblika:

φp(~re − ~rCM ), (3.40)

gde je ~̂rCM = ~RCM Îe. Time je definisan klasiqni referentni sistem, u centru
mase atoma, za elektrone.

U koordinatnoj reprezentaciji, s obzirom na (3.40), izraz (3.39) glasi:

ĤCM+R = kZ
Z∑

p=1

∫ |φp(~ξ)|2

|~ξ − ~̂ΩCM+R |
d3~ξ, (3.41)

gde je ~̂ΩCM+R ≡ −~RCM Îe + ~̂RCM +
A−1∑

α=1

ωα~̂ρRα i ~re − ~rCM = ~ξ. Rezultat za atome sa

“zatvorenim ǉuskama” glasi:
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ĤCM+R = kZ
∑

n

n−1∑

`=0

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

(2` + 1)
2n22(n−`−1)

(
2(n− `− 1)− 2g

n− `− 1− g

)
×

× (2g)!
g!(2` + 1 + g)!

(
2g + 2(2` + 1)

2g − t

)
(−2)t

t!
{

(2` + t + 2)!

(
1− exp

(
− 2ZΩ̂

naµ

) 2`+t+2∑

f=0

(2ZΩ̂
naµ

)f

f !

)
Ω̂−1

+
2Z

naµ
(2` + t + 1)! exp

(
− 2ZΩ̂

naµ

) 2`+t+1∑

f=0

(2ZΩ̂
naµ

)f

f !

}
, (3.42)

a preglednosti radi stavǉeno je Ω̂ = |~̂ΩCM+R |. Da bi se dobila xto preciznija
procena, obavǉen je strog proraqun onoliko koliko slo�enost fiziqke situacije
u atomu to dopuxta. Detaǉnije o analitiqkom obliku interakcije se mo�e na�i
u Dodatku B.

Ali, o intenzitetu se mo�e zakǉuqivati indirektno i mnogo lakxe preko
Ĥe+CM+R. Naime, kako je pokazano (tako�e u Dodatku B), semiklasiqna procena
za troqestiqnu interakciju daje:

kZ2
Z∑

i,α=1

|~̂rei − ~̂RCM |−3|~̂ρRα |2. (3.43)

Ova procena je transparentnija od strogog rezultata (3.42); pore�eǌem se vidi
da je zavisnost od naelektrisaǌa atoma Z (ili od veliqine atoma) istog tipa,
pa se zahvaǉuju�i postojaǌu preciznog rezultatua (3.42) mo�emo osloniti na
(3.43) kada je req o pore�eǌu energija unutar atoma.

Posledǌi izraz, (3.43), je reda veliqine Z210−9eV ≤ 10−5eV , dok je sop-
stvena energija koja odgovara stepenu slobode centra mase reda veliqine 10−2eV .
Dakle, interakcija ĤCM+R ne dominira dinamikom atoma (e+CM +R+S), napro-
tiv – dinamika celokupnog sistema je dominantno vo�ena sopstvenim Hamiltoni-
janom ĤCM . Ovakvo staǌe stvari je, efektivno, ekvivalentno va�eǌu izraza (3.3),
za koji je pokazano da vodi staǌu:

|Ψ〉S+CM = C1 |−〉CM | ↑〉Sz + C2 |+〉CM | ↓〉Sz , (3.44)

te se dakle sistem sve vreme evolucije mo�e dovoǉno dobro opisati qistim
(kvantnim) ansamblom, tj. staǌem |Ψ〉S+CM , izraz (1.1).

Zakǉuqak: Podsistem R ne vodi opservabilnim posledicama ni za “ve�e”
atome. Time je dobijen jedinstven zakǉuqak (istaknut ve� gore): ne mo�e se
na�i realan fiziqki model okru�eǌa atomskog (jezgrenog) CM-a koji bi mogao
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obezbediti fiziqku realnost (objektivnost) tzv. klasiqnim trajektorijama u
eksperimentima tipa Xtern-Gerlahovog eksperimenta. Realno fiziqko staǌe
S + CM sistema je spleteno staǌe, dato izrazom (1.1).
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Diskusija

Minimalno proxireǌe standardnog modela Xtern-Gerlahovog eksperimen-
ta, kao xto je i pokazano u prethodnim odeǉcima, jasno istiqe nu�nost postojaǌa
unutraxǌeg okru�eǌa (R), da bi centar mase dekoherirao a xto je preduslov pos-
tojaǌa klasiqne informacije o putaǌama, a samim tim i postojaǌa informacije
o projekciji spina. U prethodnom Poglavǉu i u Dodatku B je pokazano da �el-
jena interakcija skalira kao funkcija od Z2 i da joj je intenzitet znatno maǌi
od intenziteta sopstvenog Hamiltonijana, ĤCM , atoma. Prema tome, ova inter-
akcija, iako postoje�a, ne mo�e igrati znaqajnu ulogu u dekoherenciji-sliqnoj
dinamici atoma.

Dakle, Fips-Tejlorov eksperiment i semiklasiqno proceǌena jaqina inter-
akcije ĤCM+R (potkrepǉena preciznim rezultatom (3.42)) govore o tome da, iako
prisutno u jezgru, okru�eǌe R ne igra fiziqki bitnu ulogu na prostorno-vre-
menskoj skali Xtern-Gerlahovog eksperimenta: predlog izlo�en u (Dugić 2004a)
nije fiziqki realan.

Ovakav ishod ima za posledicu novi pogled na Xtern-Gerlahov eksperiment
– ansambl atoma mo�e biti opisan staǌem |Ψ〉S+CM sve vreme, do pada snopa
na ekran. Informacije o spinu postaju dostupne tek nakon interakcije svakog
pojedinaqnog atoma sa ekranom, kroz mehanizam kvantnih mereǌa II vrste.

Kada je req o kvantnim mereǌime II vrste, poznati su pionirski radovi
na tom poǉu (Hepp 1972; Hepp and Lieb 1974) kao modeli fotodetekcije (detekcija
fotona pomo�u osetǉive fotoploqe). Me�utim, takva modelovaǌa se ne mogu
koristiti u svakoj situaciji kada je o detekcijama req – modelovaǌa u (Hepp
1972; Hepp and Lieb 1974; Nakazato et al 1994) se tiqu fotona i imaju ograniqen
opseg primenǉivosti. Opxta teorija mereǌa II vrste trenutno ne postoji, pa se
zato ne mo�e sa sigurnox�u re�i xta se dexava na ekranu u Xtern-Gerlahovom
eksperimentu.

Ipak, u pitaǌu je rezultat zanimǉiv sam po sebi ako se ima u vidu da
teorija dekoherencije izoxtrava problematiku ali i odre�uje “gde” bi reduk-
cija mogla da se odigra. Naravno, ovde vixe nije req o fon Nojmanovoj redukciji,
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redukciji koja je putem Projekcionog postulata ugra�ena u definiciju predik-
tivnih (ponovǉivih) mereǌa. Time pojam detekcije dobija na znaqaju – proces
kvantnog mereǌa biva kompletiran detekcijom (tj. kvantnim mereǌem II vrste)
kvantnih qestica.

Pored konceptualnog znaqaja zakǉuqka da je u Xtern-Gerlahovom eksper-
imentu ansambl atoma (i svaki pojedinaqni atom ) opisan qistim staǌem (1.1),
postavǉa se pitaǌe da li je pojam unutraxǌeg okru�eǌa (R) (ne)relevantan i
za jox neke fiziqke situacije, sem mernih.

Jedan argument se mo�e dati iz oblasti atomske interferometrije. Po-
qetkom osamdesetih godina proxlog veka (Scully and Drühl 1982), predlo�en je
misaoni eksperiment u vezi sa pitaǌem da li se informacija mo�e brisati.
Preciznije, req je o informaciji kojom putaǌom se qestica kre�e. Kao xto
je poznato u teoriji dekoherencije i teoriji mereǌa, takva informacija vodi
gubǉeǌu interferencionih prstenova – npr. u eksperimentu sa elektronima koji
padaju na dva proreza (analogon Jangovog eksperimenta iz optike). Nije va�no
da li se mereǌe kojim se putem kre�e elektron zaista i obavi. Va�no je da je
eksperimentalna postavka takva da su te informacije dostupne – ako nisu onda
elektroni iskazuju talasno ponaxaǌe a na zastoru se javǉa interferencija.

Ispostavǉa se da je to delimiqno izvodivo, a poseban tip mereǌa koji to
omogu�ava nosi naziv kvantno brisaǌe1 – mereǌu koje je zasnovano na postojaǌu
kvantnih korelacija. Ovaj koncept je eksperimentalno demonstriran u neutron-
skoj, optiqkoj i atomskoj interferometriji (Dürr and Rempe 2000). Posledǌa
pomenuta eksperimentalna verifikacija je od posebne va�nosti ovde.

Pretpostavimo da je detektor D koji bele�i informacije o qestici opisan
staǌima |a〉, |b〉 koja formiraju bazis. Neka su |+〉 i |−〉 staǌa dostupna sistemu
(qestici) qija se talasno–qestiqna svojstva ispituju. Sistem+detektor je posle
interakcije opisan staǌem (koje izra�ava gore pomenute kvantne korelacije):

|Ψ〉 =
1√
2
(|+〉 ⊗ |a〉+ |−〉 ⊗ |b〉). (4.1)

Mereǌem neke opservable Â, qija su svojstvena staǌa |a〉 i |b〉 a svojstvene vred-
nosti a i b, mo�e se kvantitativno izraziti informacija o putaǌi qestice koju
sadr�i odgovaraju�i detektor. Nala�eǌem traga po staǌima detektora, xto
efektivno odgovara mereǌu opservable Â, sledi:

trD(|Ψ〉〈Ψ|) =
1
2
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|). (4.2)

Odsustvo qlanova |+〉〈−| i |−〉〈+| iz gorǌeg izraza ukazuje na to da nema inter-
ferencije na zastoru; sistem je opisan mexanim staǌem:

ρ̂S =
1
2
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|). (4.3)

1Engl.: quantum eraser.
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Me�utim, mogu�e je ponovo (delimiqno) dobiti interferenciju – selektovaǌem
odgovaraju�eg podansambla. Da bi dobili taj podansambl, pretpostavimo da
merimo drugu opservablu, Ĉ, na detektoru sa svojstvenim vrednostima c i d i
svojstvenim staǌima |c〉 = 1√

2
(|a〉 + |b〉) i |d〉 = 1√

2
(|a〉 − |b〉), tj. opservablu koja je

nekompatibilna opservabli Â. Izmerena vrednost, npr. c, ima za posledicu da
vektor staǌa ukupnog sistema sada glasi:

1√
2
(|+〉+ |−〉)|c〉, (4.4)

xto znaqi da je sistem opisan mexanim staǌem:

ρ̂
′
S

=
1
2
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|+ |+〉〈−|+ |−〉〈+|), (4.5)

a interferencija delimiqno “vra�ena”. Interesantno je da nakon mereǌa op-
servable Ĉ, daǉa mereǌa proizvoǉnih opservabli ne utiqu na interferencionu
sliku (Dürr and Rempe 2000).

Ekvivalent gore opisanom primeru u okviru standardnog tretmana Xtern-
Gerlahovog eksperimenta bi glasio, npr.:

1√
2
(| ↑〉S |−〉CM + | ↓〉S |+〉CM ) =

=
1√
2
(| →〉S

(|−〉CM + |+〉CM )√
2

+ | ←〉S
(|−〉CM − |+〉CM )√

2
, (4.6)

gde su | →〉S i | ←〉S svojstvena staǌa opservable Ŝx. Mereǌem Ŝx mo�e se dobiti
vrednost, recimo, +1, a konaqno staǌe bi onda glasilo:

1√
2
| →〉S (|−〉CM + |+〉CM ), (4.7)

a to je ekvivalent relaciji (4.4). Sa druge strane, uvo�eǌe okru�eǌa (R), kao
podsistema u okviru atoma, u principu onemogu�uje “quantum erasure” tip mereǌa.
Na primer, ako je u pitaǌu opservabla Ŝx i merna vrednost +1, staǌe �e biti:

1√
2
| →〉S (|−〉CM |1〉R + |+〉CM |2〉R), (4.8)

tj. postoje kvantne korelacije u CM + R sistemu. Efektivno, CM podsistem je u
mexanom staǌu:

1
2
(|−〉CM 〈−|+ |+〉CM 〈+|), (4.9)
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u suprotnosti sa relacijom (4.7). Ali, argumenti iz “quantum erasure”-a ne
moraju biti apriorni. Ovde su razmatrana vremenski nezavisna staǌa koja su
idealizacija realnih staǌa – realna staǌa uvek sadr�e vremensku zavisnost.
S obzirom da je req o atomima, mo�e se oqekivati rekurencija, i oscilovaǌe
izme�u ekstrema – qistog i mexanog staǌa, (1.1) i (1.2).

U vezi razlikovaǌa staǌa (1.1) i (1.2), qesto se mo�e na�i argumentovaǌe
koje se zasniva na interferometriji Xtern-Gerlahovog tipa: staǌa (1.1) i (1.2)
se mogu razlikovati korix�eǌem dva magneta koji zaklapaju “prav ugao” me�-
usobno – xto bi odgovaralo parovima opservabli (ẑCM ,σ̂Sz) i (x̂CM ,σ̂Sx). To je
delimiqno taqno, ali samo pod uslovom da opservabla od interesa (npr. jed-
noqestiqna opservabla ẑCM ⊗ ÎS) vremenski evoluira u neku opservablu Ẑ(t) koja
je dvoqestiqnog tipa. To se onda svodi na ve� pomenuta mereǌa dvostruko-
nekompatibilnih opservabli na S + CM sistemu.

Na atomske podsisteme CM i R (razmatrane kao dekuplovane u Odeǉku 3.1)
se mo�e uticati nekim spoǉaxǌim poǉem koje ih kupluje, xto mo�e da ostavi
prostor za indukovanu interakciju ĤCM+R i semiklasiqno ponaxaǌe CM-a. To je
recimo sluqaj u atomskoj nanofabrikaciji, gde se efektivno koriste Erenfestove
jednaqine za proraqun putaǌa atoma (Meschede and Metcalf 2003; Meschede 2007).

Sve gore reqeno stoji sve dok je req o proxirenom standardnom modelu tj.,
dok je stepenima slobode relativne qestice pridru�ena funkcija mezoskopskog
okru�eǌa. Svakako, mogu se razmatrati alternative proxirenog standardnog
modela :

1. Magnetno poǉe igra ulogu okru�eǌa (xto znaqi da je poǉe sad dinamiqki
sistem – za razliku od dosadaxǌeg tretmana gde je igralo ulogu spoǉaxǌeg
poǉa koje kupluje dve opservable, ẑCM i σ̂z) xto bi se sa formalne strane
ogledalo u promeni B(ẑCM ) → B̂(ẑCM ) u Hamiltonijanu (2.9) a atomski cen-
tar mase je podesan kao kvantni aparat2,

2. Postoji neko nepoznato spoǉaxǌe okru�eǌe ili

3. Postoji neko nepoznato unutraxǌe okru�eǌe. Pored prethodno reqenog,
mo�e se razmixǉati o tome da ekran “opa�a” neku drugu kolektivnu opserv-
ablu umesto opservabli vezanih za centar mase (bilo atoma, bilo jezgra)
ili pak proces dekoherencije nije relevantan (efektivan) bez obzira na
“preraspodele” stepeni slobode van i unutar atoma.

Sve ove alternative, dakle, vode van opxte prihva�enog modela; u okviru
opxte prihva�enog modela, pak, dok god magnetno poǉe ne igra ulogu dinamiqkog

2Treba imati u vidu da je npr. neutronska intereferometrija teorijski zasnovana na tretiraǌu
magnetnog poǉa kao spoǉaxǌeg poǉa – postavka da je magnetno poǉe dinamiqki sistem bi vodila
nefunkcionisaǌu neutronske interferometrije, xto u praksi, naravno, nije sluqaj. Ova qiǌenica
ostavǉa malo prostora za razmatraǌe magnetnog poǉa kao dinamiqkog sistema u okviru Xtern-
Gerlahovog eksperimenta.
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sistema, pridru�ivaǌe centru mase (bilo da je jezgra, bilo atoma) uloge aparata
povlaqi za sobom (zbog egzistencije kanonskih transformacija) postojaǌe ste-
peni slobode relativne qestice koji sada qine okru�eǌe za stepene slobode cen-
tra mase.



Zakǉuqak

Dekoherencijsko modelovaǌe sprovedeno na temu Xtern-Gerlahovog ekspe-
rimenta je modelovaǌe na osnovu prvih principa (“ab initio”). Maǌkavost takvog
pristupa jeste u tome xto ne daje detaǉe dinamike atomskih podsistema, dok
prednost le�i u tome xto obezbe�uje opxtost rezultata koji su dobijeni bez
nekih specijalnih pretpostavki i poqetnih uslova. Zakǉuqci izvedeni iz mode-
la, kako smo videli, indiciraju egzistenciju kvantnog ansambla (koji je opisan
staǌem |Ψ〉S+CM ispred ekrana), dok informacija o spinu postaje dostupna tek
nakon “interakcije” sa ekranom. Ovakav zakǉuqak nije trivijalan. Naprotiv,
u literaturi, i uopxte me�u fiziqarima, ne postoji usaglaxen stav po pitaǌu
egzistencije ili neegzistencije kvantnog ansambla u ovakvoj jednoj situaciji.

Sve dok je req o minimalnom proxireǌu Bomovog modela, zakǉuqak se
mo�e smatrati definitivnim, jer je izveden na osnovi standardnog matematiq-
kog aparata i standardnih premisa kvantne mehanike. Ovo pak iskǉuquje alter-
native, za koje je reqeno da vode van standardnog poimaǌa Xtern-Gerlahovog
eksperimenta. Drugim reqima: qini se da bi se objektivnost “klasiqnih tra-
jektorija” u Xtern-Gerlahovom eksperimentu mogla uspostaviti samo u (nama
nepoznatom) alternativnom modelu ovog slavnog eksperimenta.
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Dodatak A

Atomski i jezgreni centar mase

Ovde su data detaǉnija razmatraǌa za dva redefinisaǌa atomskog sistema
pomenuta u glavnini teksta.

Atomski centar mase

Linearne kanonske transformacije koje se tiqu N qestica me�usobno ra-
zliqitih masa a uvode koordinate centra centra mase i relativne qestice su
date izrazima:

~RCM =
N∑

i=1

mi~ri/
N∑

i=1

mi (A.1)

i

~ρRα = ~r1 − ~rα+1 . (A.2)

Rexavaǌem gorǌeg sistema jednaqina dobija se:

~ri = ~RCM +
N−1∑

α=1

ωαi~ρRα, (A.3)

za inverznu transformaciju (preciznije govore�i, ovde navedene tranformacije
spadaju u tzv. taqkaste transformacije1, jer se tiqu samo promene koordinata,
kao podklasa kanonskih transformacija koje obuhvataju i promenu impulsa. Ali,
i za jedne i za druge va�i zahtev za oquvaǌem Hamiltonovih jednaqina).

1Engl.: Point transformation.
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Zapiximo Hamiltonijan (3.1) u konciznijem obliku kao

Ĥ = T̂ (~̂pi) + V (|~̂ri − ~̂rj |) (A.4)

gde T̂ obuhvata sve kinetiqke energije qestica u atomu a V̂ sve interakcione
qlanove. Korix�eǌem (A.3) (N = A+Z), T̂ iz (A.4) se transformixe u (McWeeny
1978):

T̂CM +
A+Z−1∑

α=1

T̂Rα +
A+Z−1∑

η=1

A+Z−1∑

ν=1

M̂ (R)
ην (A.5)

a qlanovi, respektivno, glase:

T̂CM =
~̂P 2

CM

2M
, T̂Rα =

~̂P 2
Rα

2µα
i M̂ (R)

ην =
mη+1mν+1

ˆ̇
~ρη · ˆ̇

~ρν

M
, (A.6)

Posledǌi izraz u (A.6) je poznat u literaturi kao “mass polarization” qlan (McWee-
ny 1978). Relativne (“redukovane”) mase su date slede�im izrazom:

µα =
mα+1(M −mα+1)

M
. (A.7)

Zbog (A.2), interakcije (i kulonovske i nuklearne) V (|~̂ri − ~̂rj |) u (A.4) postaju
spoǉaxǌi potencijali za R, tj. V (|~̂ρRα |). Npr., Kulonova interakcija za elek-
tron i proton postaje:

V̂
(R)
Coul = k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂ρR
ij |

, (A.8)

gde je ~̂ρR
ij = ~̂rei − ~̂rpj, |k| = e2

4πε0
, dok za nuklearnu interakciju (3.2) va�i:

V̂ nn′
nucl = −γ2 exp(−µ|~̂ρR

nn′ |)
|~̂ρR

nn′ |
. (A.9)

Zbirno, za (A.4) imamo:

Ĥ = T̂CM +
A+Z−1∑

α=1

T̂Rα +
A+Z−1∑

η=1

A+Z−1∑

ν=1

M̂ (R)
ην + V (|~̂ρRα |), (A.10)

ili stavǉaju�i

ĤCM ≡ T̂CM i ĤR ≡
A+Z−1∑

α=1

T̂Rα +
A+Z−1∑

η=1

A+Z−1∑

ν=1

M̂ (R)
ην + V (|~̂ρRα |), (A.11)
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sledi izraz:

Ĥ = ĤCM + ĤR (A.12)

koji pokazuje potpunu separaciju varijabli – nema kuplovaǌa koordinata centra
mase i relativne qestice.

Jezgreni centar mase

U ovom sluqaju kanonske transformacije se primeǌuju na jezgro, dok var-
ijable (koordinate) elektrona ostaju netaknute. Zapiximo (3.1) u skladu sa tim:

Ĥ = T̂e + V̂ ee
Coul + T̂p + T̂n + V̂

(pp)
Coul + V̂nucl + V̂

(ep)
Coul. (A.13)

Prva dva qlana u (A.13) se dakle ne meǌaju, slede�a qetiri daju kao u prethod-
nom sluqaju Ĥ = ĤCM + ĤR, dok posledǌi qlan:

V̂ ep
Coul = k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂rpj |
, (A.14)

zbog (A.3) daje

V̂ ep
Coul ≡ Ĥe+CM+R = k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
, (A.15)

kao tripartitnu interakciju izme�u E, CM i R podsistema. Ukupno, stavǉaju�i
ĤE = T̂e + V̂ ee

Coul, (A.13) prelazi u

Ĥ = ĤE + ĤCM + ĤR + Ĥe+CM+R , (A.16)

xto i jeste izraz (3.8), odnosno ǌegov orbitalni deo.



Dodatak B

Proraqun interakcije ĤCM+R

Svrha dodatka je da poka�e kako analitiqki izgleda ĤCM+R interakcija i da
dâ red veliqine te interakcije. Tripartitna interkcija Ĥe+CM+R vodi poreklo
od Kulonove elektronsko-protonske interakcije u jezgru, V̂ ep

Coul (v. (A.15)), pa
zato sledi:

Ĥe+CM+R = −k
Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
. (B.1)

Da bi doxli do ĤCM+R, treba izraqunati izraz:

trĤe+CM+R ρ̂e, (B.2)

gde je ρ̂e redukovani statistiqki operator kojim opisujemo staǌe elektronskog
podsistema i oblika je:

ρ̂e =
∑
α

|Cα|2|χα〉e〈χα|. (B.3)

Daǉe,
ĤCM+R =

∑
α

|Cα|2e〈χα|Ĥe+CM+R |χα〉e, (B.4)

a indeks α, u izrazima (B.3) i (B.4), prebrojava bazis sastavǉen od Slejterovih
determinanti, kojih ima beskonaqno-prebrojivo mnogo. Jednostavnosti radi uzi-
mamo jednu determinantu iz bazisa, determinantu koja se odnosi na osnovno staǌe
atoma – stavǉamo |χα〉e ≡ |χ〉e, a za |χ〉e uzimamo Slejterovu determinantu sas-
tavǉenu od rexeǌa za vodoniku sliqne atome:

|χ〉e =
1√
Z!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|φ1〉1 |φ1〉2 |φ1〉3 . . . |φ1〉Z
|φ2〉1 |φ2〉2 |φ2〉3 . . . |φ2〉Z
...

...
...

. . .
|φZ〉1 |φZ〉2 |φZ〉3 . . . |φZ〉Z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Formalno, izraz (B.1) daje identiqne qlanove za sve protone, pa pixemo:

Ĥe+CM+R = ZĤ
′
e+CM+R

, (B.5)

odnosno

ĤCM+R = ZĤ
′
CM+R

, (B.6)

gde je

Ĥ
′
CM+R

= k
Z∑

i=1

e〈χ| 1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
|χ〉e,∀j. (B.7)

Zbog egzaktne ortogonalnosti jednoelektronskih staǌa koja se pojavǉuju u Slej-
terovoj determinanti relativno lako se proverava da va�i (Mcweeny 1978):

Ĥ
′
CM+R

= k
Z∑

p=1

e〈φp| 1

|~̂re − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
|φp〉e, (B.8)

gde indeks p sada prebrojava jednoelektronska staǌa u Slejterovoj determinanti
|χ〉e. Shodno tome, izraz za ĤCM+R dobija oblik:

ĤCM+R = kZ
Z∑

p=1

e〈φp| 1

|~̂re − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
|φp〉e, (B.9)

Imaju�i u vidu adijabatsko dekuplovaǌe podsistema E od CM , sa gledixta elek-

tronskog podsistema koordinate jezgra su parametri – ~̂ρRα = ~ρRα Îe, ~̂RCM = ~rCM Îe.
Jednostavnosti radi, a kako je to uobiqajeno u atomskoj fizici, uzimamo da se

koordinate elektrona mere od taqkastog jezgra ~̂ρ
Rα

= 0, ~̂RCM = ~rCM Îe a xto i jeste
sluqaj kod vodonikovog atoma. Onda, jednoelektronske funkcije staǌa u koordi-
natnoj reprezentaciji glase:

φp(~re − ~rCM ). (B.10)

Korix�eǌem razlagaǌa Î =
∫

d3~re|~re−~rCM 〉〈~re−~rCM |, a u duhu prethodno reqenog,
ĤCM+R u koordinatnoj reprezentaciji dobija slede�u formu:
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ĤCM+R = kZ

Z∑

p=1

∫ |φp(~re − ~rCM )|2

|~re − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωα~̂ρ
Rα
|
d3~re. (B.11)

Stavǉaǌem smene ~re − ~rCM = ~ξ, posledǌi izraz se mo�e zapisati u kompaktnijem
obliku:

ĤCM+R = kZ

Z∑

p=1

∫ |φp(~ξ)|2

|~ξ − ~̂ΩCM+R |
d3~ξ (B.12)

gde je ~̂ΩCM+R ≡ −~rCM Îe + ~̂RCM +
A−1∑

α=1

ωα~̂ρRα.

Proraqun izraza (B.12) mo�e biti izveden na osnovi Adicione teoreme za
sferne harmonike (Nikiforov, Uvarov 1988):

1

|~ξ − ~τ |
=

∞∑

s=0

|ρ<|s
|ρ>|s+1

[
4π

2s + 1

s∑
ms=−s

Y ms∗
s (ϑτ , ϕτ )Y ms

s (ϑξ, ϕξ)
]

(B.13)

gde je ~τ = (τ, ϑτ , ϕτ ) i ~ξ = (ξ, ϑξ, ϕξ) i pri tom va�i ρ< = ξ, ρ> = τ ako ξ < τ i
ρ< = τ , ρ> = ξ ako τ < ξ. Za jednoelektronska staǌa uzimamo stacionarna staǌa
vodoniku sliqnog atoma

φp(~ξ) ≡ φn`m(~ξ) = Rn`(ξ)Y
m`
` (ϑξ, ϕξ), (B.14)

i vode�i raquna da je za naxe potrebe ~τ ≡ ~̂Ω, (B.12)) se transformixe u slede�i
izraz:

kZ
∑
n

n−1∑

`=0

∑̀

m`=−`

∞∑

s=0

4π

2s + 1

s∑
ms=−s

Y ms∗
s (ϑτ , ϕτ )×

×
∫ |ρ<|s
|ρ>|s+1

R2
n`(ξ)ξ

2dξ ×

×
∫

Y m`
` (ϑξ, ϕξ)Y

m`∗
` (ϑξ, ϕξ)Y ms

S
(ϑξ, ϕξ) sin ϑξdϕξdϑξ. (B.15)

Prvo raqunamo sumu:
∑̀

m`=−`

I
(m`)
ϑϕ ,

gde je Iϑϕ integral po promenǉivim ϑξ, ϕξ. Za taj zadatak su korisni slede�i
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rezultati (Weisbluth 1978), koji se odnose na proizvoǉne sferne harmonike:

∑̀

m`=−`

|Y m`
` (ϑ, ϕ)|2 =

2` + 1
4π

(B.16)

i ∫
Y m`

` (ϑ, ϕ) sinϑdϑdϕ =
√

4πδ`0δm0. (B.17)

Primenom (B.16) i (B.17) dobijamo da je za atome sa “zatvorenim ǉuskama”

∑̀

m`=−`

I
(m`)
ϑϕ =

2` + 1√
4π

δs0δms0, (B.18)

xto ima za posledicu ukidaǌe suma po s i ms u (B.15). Koriste�i qiǌenicu da
je Y 0

0 = 1√
4π

i da se integral po ξ mo�e zapisati kao (Nikiforov, Uvarov 1988):

IR =
∫ τ

0

ξs

τ s+1
R2

n`(ξ)ξ
2dξ +

∫ ∞

τ

τ s

ξs+1
R2

n`(ξ)ξ
2dξ, (B.19)

sledi izraz

kZ
∑
n

n−1∑

`=0

(2` + 1)
{

τ−1

∫ τ

0
R2

n`(ξ)ξ
2dξ +

∫ ∞

τ
R2

n`(ξ)ξdξ

}
. (B.20)

Radijalni deo funkcije staǌa je dat izrazom (Messiah Vol. I 1976):

Rn`(ξ) =

√√√√
((

2Z

naµ

)3 (n− `− 1)!
2n[(n + `)!]3

)
exp

(
− Zξ

naµ

)(
2Zξ

naµ

)`

L2`+1
n−`−1

(
2Zξ

naµ

)
, (B.21)

odakle sledi i ǌen kvadrat,

R2
n`(ξ) =

(
2Z

naµ

)3 (n− `− 1)!
2n[(n + `)!]3

exp

(
−2Zξ

naµ

)(
2Zξ

naµ

)2`
{

L2`+1
n−`−1

(
2Zξ

naµ

)}2

, (B.22)

gde su oznake standardne: n i ` su kvantni brojevi, Z je naelektrisaǌe atoma a
L je oznaka za asocirane Lagerove polinome. U izrazu (B.22) figurixe kvadrat

asociranog Lagerovog polinoma

{
L2`+1

n−`−1

(
2Zξ
naµ

)}2

koji se mo�e izraziti kao poli-

nom po promenǉivoj ξ1:

{
L2`+1

n−`−1

(
2Zξ

naµ

)}2

=
n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

Cn`
gt

(
2Zξ

naµ

)t

. (B.23)

1Za detaǉe u vezi izraza (B.21) i za oblik koeficijenata Cn`
gt videti Dodatak C.
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Sada, (B.22) i (B.23) daju

R2
n`(ξ) =

(
2Z

naµ

)3 (n− `− 1)!
2n[(n + `)!]3

exp

(
−2Zξ

naµ

)
n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

Cn`
gt

(
2Zξ

naµ

)2`+t

, (B.24)

pa izraz (B.21) dobija slede�u formu:

kZ
∑
n

n−1∑

`=0

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

(2` + 1)
(

2Z

naµ

)3 (n− `− 1)!
2n[(n + `)!]3

Cn`
gt ×

×
{

τ−1

∫ τ

0
exp

(
−2Zξ

naµ

)(
2Zξ

naµ

)2`+t

ξ2dξ +

+
∫ ∞

τ
exp

(
−2Zξ

naµ

)(
2Zξ

naµ

)2`+t

ξdξ

}
. (B.25)

Uvode�i smenu promenǉive 2Zξ
naµ

= X u (B.25), oqigledno sledi:

kZ
∑

n

n−1∑

`=0

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

(2` + 1)
(n− `− 1)!
2n[(n + `)!]3

Cn`
gt ×

×
{

τ−1

∫ 2Zτ
naµ

0
e−XX 2`+t+2dX +

2Z

naµ

∫ ∞

2Zτ
naµ

e−XX 2`+t+1dX
}

. (B.26)

Integrali u zagradama po promenǉivoj X su zapravo tzv. nekompletne gama-
funkcije qija opxta rexeǌa glase (Gradshteyn, Ryzhik 2007):

γ(1 + n, z) ≡
∫ z

0
e−ttndt = n!

[
1− e−z

( n∑

m=0

zm

m!

)]
(B.27)

i

Γ(1 + n, z) ≡
∫ ∞

z

e−ttndt = n!e−z
n∑

m=0

zm

m!
. (B.28)

Koriste�i (B.27) i (B.28) i izraz za Cn`
gt iz Dodatka C (pritom vra�amo Ω̂ umesto

τ), (B.27) dobija konaqni oblik:
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ĤCM+R = kZ
∑

n

n−1∑

`=0

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

(2` + 1)
2n22(n−`−1)

(
2(n− `− 1)− 2g

n− `− 1− g

)
×

× (2g)!
g!(2` + 1 + g)!

(
2g + 2(2` + 1)

2g − t

)
(−2)t

t!
{

(2` + t + 2)!

(
1− exp

(
− 2ZΩ̂

naµ

) 2`+t+2∑

f=0

(2ZΩ̂
naµ

)f

f !

)
Ω̂−1

+
2Z

naµ
(2` + t + 1)! exp

(
− 2ZΩ̂

naµ

) 2`+t+1∑

f=0

(2ZΩ̂
naµ

)f

f !

}
. (B.29)

a preglednosti radi stavǉeno je Ω̂ = |~̂ΩCM+R |.
Vidimo da se u izrazu (B.29) pojavǉuje produkt eksponencijalnih funkcija

od Z i polinomnih funkcija od Z. Za Z ∼ 10 mo�emo zanemariti sve takve
proizvode, dobijaju�i slede�u zavisnost ĤCM+R:

‖ĤCM+R‖ ∼= βZ‖Ω̂−1‖ (B.30)

gde je

β ≡ k
∑

n

n−1∑

`=0

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

(2` + 1)
2n22(n−`−1)

(
2(n− `− 1)− 2g

n− `− 1− g

)
×

× (2g)!
g!(2` + 1 + g)!

(
2g + 2(2` + 1)

2g − t

)
(−2)t

t!
[
(2` + t + 2)!

]
. (B.31)

Kvantni brojevi n, ` i m u (B.31) ukazuju na Z zavisnost parametra β. Imaju�i
u vidu da se (B.29) odnosi na atome sa zatvorenim ǉuskama, mo�e se proceniti
Z zavisnost parametra β, za neke posebne vrednosti Z=10, 28, 60, 110, 180, tj.
n=2, 3, 4, 5, 6. Grafiqki prikaz zavisnosti β(Z), Slika B.1, govori da za ve�inu
vrednosti Z interakcija ĤCM+R mo�e opisati kao:

‖ĤCM+R‖ ∼ Z2‖Ω̂−1‖. (B.32)

Izraz za ĤCM+R, dakle, iako analitiqki taqan, popriliqno je netrasparen-
tan, pa je intenzitet interakcije lakxe proceniti semiklasiqnim razmatraǌem.
Polazno mesto je izraz (B.1)

Ĥe+CM+R = −k

Z∑

i=1

Z∑

j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
. (B.33)
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Kao i pre, koordinate elektrona merimo od taqkastog jezgra ~̂RCM = ~rCM Îe, tj.

~̂ρei = ~̂rei − ~̂RCM pa imamo:

Ĥe+R = −k

Z∑

i,j=1

1

|~̂ρei − ~̂ρRj |
(B.34)

gde je radi krako�e zapisa stavǉeno ~̂ρRj =
∑A−1

α=1 ωαj~̂ρ
Rα
. Na osnovi kosinusne

teoreme sledi:

Ĥe+R = −k
Z∑

i,j=1

1√
|~̂ρei |2 + |~̂ρRj |2 − 2|~̂ρei ||~̂ρRj | cosφ

(B.35)

tj.

Ĥe+R = −k
Z∑

i,j=1

1√
1 +

|~̂ρ
Rj
|2

|~̂ρei |2
− 2

|~̂ρ
Rj
|

|~̂ρei |2
cosφ

, (B.36)

odnosno

Ĥe+R =
Z∑

i,j=1

−k

|~̂ρei |
(
1− 1

2
|~̂ρRj |2
|~̂ρei |2

+
|~̂ρRj |
|~̂ρei |

cosφ
)
. (B.37)

Usredǌavaǌem po uglu, dobija se:

Ĥe+R =
Z∑

i,j=1

−k

|~̂ρei |
(
1− 1

2
|~̂ρRj |2
|~̂ρei |2

)
, (B.38)
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Slika B.1: Z zavisnost parametra β za atome sa zatvorenim ǉuskama.
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to jest:

Ĥe+R =
−kZ2

|~̂ρe|
+

kZ2

2
|~̂ρR |2
|~̂ρe|3

.∀i, j (B.39)

Pri prelasku na posledǌi izraz uzeli smo kao aproksimaciju da je |~̂ρRj | ∼ |~̂ρR |
(promer jezgra) i |~̂ρei | ∼ |~̂ρe| (promer atoma),∀i, j.

Prvi qlan u (B.39) daje potencijalnu energiju elektrona u odnosu na taqka-
sto jezgro, dok je drugi qlan korekcija i iz ǌega se mo�e proceniti intenzitet
interakcije. Uzimaju�i standardne vrednosti |~̂ρR | ∼ 10−15m i |~̂ρe| ∼ 10−10m i
vode�i raquna da k

|~̂ρe| predstavǉa (proseqnu) energiju veze elektrona u atomu

(oko 10eV ), imamo:

Z2

2
k

|~̂ρe|
|~̂ρR |2
|~̂ρe|2

=
Z2

2
k

|~̂re − ~̂RCM |
|~̂ρR |2

|~̂re − ~̂RCM |2
∼ Z2 · 10eV · 10−10. (B.40)

Iz glavnine teksta poznata je sopstvena energija centra mase, |ĤCM | ∼ 10−2eV .
Jasno je da va�i |ĤCM | À |Ĥe+CM+R |.



Dodatak C

Adiciona teorema; kvadrat
asociranog Lagerovog polinoma

Adiciona teorema

Iz standardnog kursa matematiqke fizike poznata je funkcija generatrisa
za Le�androve polinome:

1√
1− 2tz + t2

=
∞∑

s=0

Ps(z)ts. (C.1)

Izraz (C.1) se koristi i u slede�em obliku (Weissbluth 1978):

1

|~ξ − ~τ |
=

∞∑

s=0

|ρ<|s
|ρ>|s+1

Ps(cos γ), (C.2)

gde je ρ< = min (ξ, τ), ρ> = max (ξ, τ) a γ je ugao izme�u vektora ~ξ i ~τ . Izraz (C.2)
je zasnovan na slede�em uoqavaǌu:

|~ξ − ~τ | =
√

ξ2 + τ2 − 2ξτ cos γ =





ξ
√

1 + ( τ
ξ )2 − 2 τ

ξ cos γ τ < ξ

τ
√

1 + ( ξ
τ )2 − 2 ξ

τ cos γ ξ < τ
(C.3)

ili kompaktno:

|~ξ − ~τ | = |ρ>|
√

1 +
(

ρ<

ρ>

)2

− 2
ρ<

ρ>
cos γ. (C.4)

Imaju�i u vidu (C.2) i (C.4), jasno je da va�i:

47



Adiciona teorema; kvadrat asociranog Lagerovog polinoma 48

1

|~ξ − ~τ |
=

1

|ρ>|
√

1 +
(ρ<

ρ>

)2 − 2ρ<

ρ>
cos γ

=

=
1

ρ>

∞∑

s=0

(
ρ<

ρ>

)s

PS (cos γ)

=
∞∑

s=0

ρs
<

ρs+1
>

PS (cos γ) (C.5)

xto i jeste (C.2). Le�androv polinom, koji figurixe u (C.5), mo�e biti izra�en
kao:

Ps(cos γ) =
4π

2s + 1

s∑
ms=−s

Y ms∗
s (ϑτ , ϕτ )Y ms

s (ϑξ, ϕξ), (C.6)

xto je matematiqki iskaz adicione teoreme. Izrazi (C.5) i (C.6) zajedno daju
relaciju (B.13).

Kvadrat asociranog Lagerovog polinoma

U referenci (Gradshteyn, Ryzhik 2007) se mo�e na�i izraz koji daje vezu
kvadrata asociranog Lagerovog polinoma i asociranog Lagerovog polinoma:

[
Lk∗

p (x)
]2 =

(p + k)!
22pp!

p∑

g=0

(
2p− 2g

p− g

)
(2g)!

g!(k + g)!
L2k∗

2g (2x) (C.7)

Gorǌi izraz podrazumeva slede�u definiciju asociranih Lagerovih polinoma

Lk∗
p (x) =

p∑

g=0

(
p + k

p− g

)
(−x)g

g!
(C.8)

koja je karakteristiqna za matematiqku literaturu. U kvantnoj mehanici je od
xire upotrebe definicija koja se mo�e na�i npr. u (Messiah Vol.I 1976):

Lk
p(x) =

p∑

g=0

(p + k)!
(

p + k

p− g

)
(−x)g

g!
. (C.9)

Veza izme�u (C.8) i (C.9) glasi:

Lk∗
p (x) =

Lk
p(x)

(p + k)!
, (C.10)
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uz pomo� koje lako sledi “kvantno-mehaniqka” verzija izraza (C.7):

[
Lk

p(x)
]2 =

[(p + k)!]3

22pp!

p∑

g=0

(
2p− 2g

p− g

)
(2g)!

g!(k + g)!
L2k

2g(2x)
(2k + 2g)!

; (C.11)

odnosno, daǉe, zbog (C.9)

[
Lk

p(x)
]2 =

[(p + k)!]3

22pp!

p∑

g=0

(
2p− 2g

p− g

)
(2g)!

g!(k + g)!

2g∑

t=0

(
2g + 2k

2g − t

)
(−2)t x

t

t!
. (C.12)

Za potrebe prethodnog Dodatka uzimamo da je p = n− `− 1, k = 2` + 1 i x =
2Zξ

naµ
,

pa sledi

[L2`+1
n−`−1

(
2Zξ

naµ

)
]2 =

n−`−1∑

g=0

2g∑

t=0

Cn`
gt ξt, (C.13)

gde je koeficijent Cn`
gt dat slede�im izrazom:

Cn`
gt =

[(n + `)!]3

22(n−`−1)(n− `− 1)!

(
2(n− `− 1)− 2g

n− `− 1− g

)
×

× (2g)!
g!(2` + 1 + g)!

(
2g + 2(2` + 1)

2g − t

)
(−2)t

t!
. (C.14)
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Nonexistence of the “Classical Trajectories”in the Stern-Gerlach Experiment
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Abstract: The Stern-Gerlach experiment is a paradigm of the quantum measurement
of spin. Its physical interpretation is in intimate relation with the physical basis of the
current research in the atomic (molecular) nanofabrication procedures. Nevertheless, inter-
pretation of the experiment is an open issue yet. Here, we give the arguments for the physical
nonexistence of the so-called “classical trajectories” of the atoms (molecules) in front of the
screen. Some nanotech-related consequences are distinguished.

1. Introduction

The Stern-Gerlach experiment is a paradigm of quantum measurement of a particle’s spin.
However, the deeper physical description of the Stern-Gerlach (SG) effect is an open issue.

Historically the first, and often used, interpretation (due probably to Bohr, Mott and
Pauli [1]) of the experiment reads: the atoms behind the Stern-Gerlach magnet possess the

1Department of physics, Faculty of Science, Kragujevac, Serbia, Email: momirarsenijevic@kg.ac.rs
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definite, physically objective (“classical”) trajectories. This picture (interpretation) supports
the semiclassical description in the terms of the “external force” for the atom in the exter-
nal magnetic field . The screen capturing the incident atoms is assumed simply to record
the objectively existing trajectories very much like a camera records the life scenes. As the
“quantum apparatus”, the screen plays the passive role in quantum measurement of spin.
This interpretation may suggest the universal existence of the atomic trajectories, thus set-
ting a specific basis for the manipulation with the atomic beams. Formally, the state of an
ensemble of atoms can be described by a mixed state of the following (simplified) form:

ρ̂CM+S =
1
2
| ↑〉S 〈↑ | ⊗ |−〉CM 〈−|+

1
2
| ↓〉S 〈↓ | ⊗ |+〉CM 〈+| (D.1)

where |+〉CM and |−〉CM are the states of the “center-of-mass” system (up and down trajec-
tories, respectively) and | ↓〉S and | ↑〉S are the eigenstates of the spin-1/2 projection along
the axis of the external field. The mixed state eq. (D.1) is virtually the most general mixed
state that provides the (required) correlations between the pure states |±〉CM and | l〉S , while
admitting the interpretation in the terms of the definite atomic trajectories. Certainly, the
manipulation with the atomic trajectories is classical for the system in the state eq. (D.1).

However, the standard, and generally used model of the Stern-Gerlach experiment [2]
does not support this interpretation, neither positively rejects it. The physical situation is
described by the following Hamiltonian [2]:

Ĥ =
~̂p2

CM

2m
⊗ ÎS + µB(ẑCM )⊗ σ̂Sz . (D.2)

where ~̂pCM and ẑCM refer to the atomic center-of-mass momentum and position observ-
ables, respectively, B(ẑCM ) stands for the classical magnetic field, while σ̂Sz denotes the
z-component of the spin operator, i.e. its projection along the z-axis (µ and m have the
standard meaning of the Bohr’s magneton and of the mass of the atom, respectively). The
Hamiltonian eq. ( D.2) gives rise to the entangled “pure” state for the composite system [2]
of the (simplified) form (cf. e.g. [3] for some details):

|Ψ〉CM+S =
1√
2

(| ↑〉S |−〉CM + | ↓〉S |+〉CM ) . (D.3)

Needless to say, the entangled state eq. (D.3) suggests the substantially different
physical picture and the system-manipulation than the state eq. (D.1). The state eq.
(D.3) bears quantum nonseparability and nonlocality, the prominent quantum information
resources [4]; formally, the state eq. (D.3) is a pair-of-qubits’ state [3]. The presence of
nonlocality/nonseparability in the state eq. (D.3) opens the (classically nonexisting [4])
possibilities for manipulating the atomic CM system. E.g., by manipulating the atomic
spin-system S, one can manipulate the atomic CM system [4]. In this model, the screen
plays an active role as the “quantum apparatus”–it induces the transition of the CM+S
state from eq. (D.3) to eq. (D.1), thus providing the classical information about the atomic
trajectory.

It is worth noting: the states eq. (D.1) and eq. (D.3) represent the idealizations of the
realistic quantum states. Actually, the realistic physical situations are described by the time
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dependent states that, in turn, makes the task of designing an experimental situation for
distinguishing the pure and mixed states for CM + S system a subtle task, indeed. Bearing
this in mind, a theoretical analysis might be useful for providing the conclusion about the
physical existence of the “classical trajectories”.

In this paper, we perform an ab initio, the decoherence-theory-based [5] analysis of
the Stern-Gerlach experiment. Without resorting to any interpretation whatsoever, we are
able to draw the “definite” conclusion on the nonexistence of the “classical trajectories”.
This conclusion provides some physical rewards of interest for the foundations of quantum
mechanics (e.g. for the quantum measurement theory) as well in principle as for the advent
of the atomic (molecular) nanofabrication (cf., e.g. [6, 7]) by setting the general recipes for
manipulation with the atomic (molecular) trajectories.

The decoherence-based model of the SG experiment

The universally valid quantum mechanics states: the existence of the classical trajectories
(as described by eq. (D.1)) requires some external action exerted on the system of interest
CM + S [5, 8]. Such systems are referred to as open quantum systems, as distinct from
the closed (isolated) systems that are subject to the Schrödinger law. The open systems
can not be described by the Schrödinger equation, while “robustness” (dynamical stability)
of certain states of the system (such as the supposed atomic trajectories) is induced by the
system’s environment. Without the environment, the system (here, the composite system
CM+S) is both described by the Schrödinger equation and can be found in superposition of
states (such as the entangled state eq. (D.3). Therefore, our starting point in the search for
the classical trajectories, eq. (D.1), is the openness of the system CM+S (more precisely:
of the system CM) that appears as a hypothesis of our approach. To this end, we employ
the so-called environment-induced-decoherence theory that provides existence of the “robust”
open-system’s states on the fundamental quantum mechanical level [5, 8]. The “robust state”
are robust relative to the influence of the environment and thus give rise to the approximately
classical behavior of the open system.

A decoherence-based model has recently been proposed [9]. The model describes a free
atom exposed in the vacuum to the external classical magnetic field. The model minimally
extends the standard model of the SG experiment [2] by stipulating existence of the atomic
CM -system environment R possibly capable of inducing decoherence for certain states of the
atomic CM system. Physically, the system R is supposed to represent the set of the relative
positions (the internal degrees of freedom of an atom) for the particles constituting the atom.
A proposal for the experimental test of the model has also been given [9]. However, the model
is purely qualitative–the existence of the environment R is stipulated–and the more elaborate
analysis is needed. Particularly, the model raises the following question: whether or not one
can recognize/construct the realistic internal environment R for the atomic CM system?

In order to obtain an interpretation-free answer to this question, we perform an ab initio
analysis of the Stern-Gerlach experiment. We deal with the fundamental (yet nonrelativistic)
model of “atom”, and we search for the realistic physical model of the internal environment
R. We do not employ any additional stipulations and/or interpretations, thus setting a basis
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for the “definite” answer to the question of whether or not the “classical trajectories” in the
SG experiment can be considered to be physically realistic.

2.1 The atomic center-of-mass

Typically, the internal environment is modeled as a thermal bath or as a collection of the (not
necessarily thermalized) harmonic oscillators [10, 11]. However, as we repeatedly emphasize:
throughout this paper, we perform an ab initio analysis of the system of interest, without
resorting to such formal models. In other words: our task is to recognize the realistic
environment for the atomic center-of-mass system. For this purpose, we start from the
fundamental (yet nonrelativistic) definition of an atom as a collection of the electrons, protons
and neutrons (e+p+n)–for the point-like nucleus (as typical for atomic physics, that we do
not deal with), the “protons + neutrons” represents simply the point-like atomic nucleus,
N (p+n =N). Then the atom (while neglecting the atomic spin) is defined by the following
Hamiltonian:

Ĥ =
Z∑

i=1

T̂Ei +
Z∑

j=1

T̂pj +
A−Z∑

k=1

T̂nk + V̂ ee
Coul + V̂ ep

Coul + V̂ pp
Coul + V̂nucl (D.4)

where T̂ stands for the kinetic terms, V̂Coul for the Coulomb interaction for the pairs of
particles (ee-the electrons, ep-the electron-proton, pp-the protons pairs), while V̂nucl stands
for the nuclear interaction.

The expression eq. (D.1) distinguishes the physical importance of the atomic center
of mass (CM) subsystem as the system of interest. Then, as it is well known, the set of
the particles e+p+n can be redefined as CM+R, where CM and R represent the atomic
center-of-mass and the “relative particle” subsystems. Then, the Hamiltonian eqs. (D.4),
(D.2) obtains the following form:

Ĥ = ĤCM + ĤR + ĤCM+S , (D.5)

where ĤCM ≡ T̂CM is the kinetic term of the atomic center-of-mass, while the R-system’s
Hamiltonian reads ĤR =

∑Z+A−1
α=1 T̂Rα + V̂

(R)
nucl + V̂

(R)
Coul + M̂

(R)
ρσ , and M̂

(R)
ρσ represents the

internal interaction. As absent from the standard model [2] of the Stern-Gerlach experiment,
the subsystem R may be expected to play the role of the CM ’s environment [9].

From eq. (D.5), it is rather apparent: the atomic CM and R subsystems appear
mutually exactly decoupled -thus representing the noninteracting systems. Needless to say,
then there is no room for the atomic R system to play the atomic CM system’s environment.
Formally, as it can be easily shown, the state of the composite system CM+S+R is of the
separable form |Ψ〉CM+S |φ〉R , where |Ψ〉CM+S is presented by eq. (D.3)–there are not the
classical trajectories.

It is worth noting: the proper external actions can induce the coupling between the
CM and R subsystems of an atom [6, 7], or even can induce the appearance of the “classical
trajectories” for the atom [12]. However, we do not assume any external action exerted on
the atom that might produce such consequences. Rather, we deal with the isolated atom
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traversing in the vacuum the SG magnet, thus removing the possibility of the appearance of
the classical trajectories, except (and only) due to the influence of the internal environment
R.

2.2 The nucleus’ center-of-mass

While this argument and conclusion are as simple and clear as they are, the following remark
is also in order. More than 99% of the atomic mass is placed in the atomic nucleus. Due to
the virtual indistinguishability of the atomic and the atomic-nucleus center-of-mass systems,
one may wonder if the Stern-Gerlach experiment should be expressed in the terms of the
later. For this reason, and for simplicity, we redefine the atomic system as follows: leaving
the electrons system intact, we introduce the nucleus CM and R subsystems (the use of the
same notation as for the atomic CM and R system should not introduce any confusion).
Now, we ask if there may be any interaction between the nucleus’ CM and R subsystems.

Now, the atom is formally defined as e+CM+R; for the point-like nucleus, the atom
is simply e+CM (i.e. CM≡N ). Then the Hamiltonian Ĥ, eq. (D.4), reads:

Ĥ = Ĥe + ĤCM + ĤR + k

Z∑

i,j=1

1

|~̂rei − ~̂RCM −
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
|
+ ĤCM+S . (D.6)

where the indices CM and R refer to the atomic nucleus. Notice the tripartite interaction
He+CM+R in the above expression–this interaction has the origin in the term V̂ ep

Coul, eq. (D.4),
while bearing in mind the relation:

~̂rpj = ~̂RCM +
A−1∑

α=1

ωαj ~̂ρRα
(D.7)

that relates the position-observable of the j -th proton on the one, and of the position-
observables for the nucleus center-of-mass and of the relative particles (ωαj represents the
real coefficient), on the other side.

Effectively, this interaction couples the nucleus’ CM and R subsystems as desired [5],
thus formally fulfilling the necessary condition for R to act as CM ’s environment. However,
this program breaks in its very beginning.

Actually, the Stern-Gerlach effect has also been observed for the hydrogen atom–as
performed first by Phipps and Taylor [13]. The point is that the internal environment R
simply does not exist for the hydrogen atom (for which the atomic number, A = 1, cf. eq.
(D.7)), and therefore, as a matter of principle, makes the system R unnecessary for the
description of the Stern-Gerlach experiment.

Bearing in mind that we can not recognize the internal environment in the realistic
models of “atom”, we are forced to conclude that the “classical trajectories” should be
considered as physically unrealistic.

3. Discussion Our conclusion on physical non-objectivity of “classical trajectories”
stems from the minimal extension of the standard model [2] of the Stern-Gerlach experiment.
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Actually, relative to the standard model, eq. (D.2), we only introduce the internal environ-
ment R as a necessary condition for the existence of the “classical trajectories”. Performing
the ab initio analysis we point out that such a role of R can not be justified, thus positively
emphasizing eq. (D.3) as the physical state of the CM + S system.

The alternative to our conclusion (of non-existence of “classical trajectories”) may
follow from the alternative models of the experiment. E.g., one may quantize the magnetic
field, in which case it may act as the “quantum apparatus”. However, we do not find such
alternative(s) physically reasonable, and we find our conclusion as a “definite” description
of the Stern-Gerlach experiment.

The tripartite interaction Ĥe+CM+R may seem interesting as possibly raising the follow-
ing dilemma: whether or not this internal interaction may play some role in the Stern-Gerlach
experiment with the atoms–all the kinds of atoms but the hydrogen atom? Interestingly
enough, as we show below, the interaction is not expected observably to contribute to the
Stern-Gerlach effect. So, our conclusion on nonexistance of “classical trajectories” bears the
full generality–i.e. equally refers to all the kinds of the atomic species.

In order to justify this notion, we give the following analysis of the atomic subsys-
tems. The adiabatic parameter κ = m

R
E

CM
m

CM
E

R
[14] for the nucleus CM and R subsystems

gives the order of A−110−9, where A is the atomic mass number, and therefore there is
a very good adiabatic cut between the two systems, CM and R. On the other side, the
semiclassical estimation of the interaction Ĥe+CM+R , eq. (D.6), that can be written as

kZ2
∑Z

i,α=1 |~̂rei − ~̂RCM |−3|~̂ρRα |2, gives the order of Z210−9eV for Ĥe+CM+R . Therefore, this
interaction is much weaker than the self-energy ECM of the CM system that is of the order
of 10−2eV. So, this interaction does not dominate the system’s dynamics and one may apply
the adiabatic approximation [14], i.e. to take the separable state |Ψ〉CM+S |φ〉R as a very good
approximation, where |Ψ〉CM+S is given by eq. (D.3).

While our conclusion offers some interesting observations and lessons for the founda-
tions of quantum mechanics (quantum measurement, transition from quantum to classical
[5], of the issue of the arrow of time [15]-to be presented elsewhere), it is also of interest for
the foundations of the atomic nano-fabrication as well.

In the context of the quantum measurement problem, our conclusion points out the
active role of the screen in the spin measurement. Actually, as the classical information
about the atomic trajectories appears only on the screen, the screen appears as a substantial
element of the quantum measurement of spin. This observation strengthens the possibility
that the quantum measurement may not be complete without an act of the quantum particles
detection.

The atomic nanofabrication procedures [6, 7, 16, 17, 18] are typically expressed in
the terms of “classical trajectories” for atoms. Needless to say, if literally understood, these
phrases may leave an impression of the semiclassical character of the atomic center-of-mass
degrees of freedom, and, consequently, that the manipulation with the atomic beams can
(and may) be safely designed in the classical-physics manner.

However, as our study points out: the atomic spatial degrees of freedom-even for
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the different decompositions of the atom into subsystems-bear the full quantum mechanical
potential. As the external (classical) magnetic field does not mutually couple CM and
R systems, the Stern-Gerlach experiment must be described by the entangled state, eq.
(D.3). The entangled state, eq. (D.3), provides the classically unknown possibilities for
manipulating with the CM system by directly manipulating with the atomic spin system
S. Certainly, this observation directly sets a specific recipe for manipulating the atomic
beams in the realistic physical situations in the atomic nanofabrication procedures–that is
our conclusion.
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