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MODELIRANJE | SIMULACIJA TROHOIDNOG
OZUBLJENJA

Lozica Ivanovié'
Danica Josifovi¢?2

Rezime

U radu je koncipiran teoriiski model generisanja ozubljenja sa
trohoidnim profilom, koji se bazira na teoremi o dvostrukoj realizaciji
trohoida. Pokazano je kako se u parametarskom obliku mose opisati
trohoidni profil, koji odgovarajucim izborom parametara dobija razlicite
oblike. Spregnuti profil je odgovarajuca unutrasnja ili spoljasnja
obvojnica. Dobijeni izrazi za proradun koordinata profila u kombinaciji sa
ograniCavajucim  faktorima, omogudili  su razvoj algoritma |
odgovarajuceg programa za automatsko crtanje trohoidnog ozubljenja.
Na bazi matematickog modela kreiran je kompjuterski program TIA, u
standardnom programskom jeziku AutoLISP, za proracun koordinata
navedenih krivih i za njihovo automatsko generisanje. Razmatrane su i
mogucnosti njihove primene kod rotacionih masina.

Kljuéne reéi: trohoida, obvojnica, modeliranje

1. UVOD

Trohoidne masine pripadaju grupi planetnih rotacionih masina,
Cija je kinematika zasnovana na principu planetnog mehanizma sa

! Lozica Ivanovi¢, magistar, asistent, Masinski fakultet u Kragujevcu

? Danica Josifovi¢, doktor nauka, redovni profesor, Masinski fakultet u
Kragujevcu
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unutrasnjim ozubljenjem. Kod ove vrste ozublienja, pokretni krug se
kotrlja bez klizanja po drugom nepokretnom krugu i pri tome, izabrana
taCka opisuje profil zupca, odnosno trohoidu [3]. Nepokretni krug je,
uslovno uzeto, kinematski krug zupCanika. Spregnuti profil se moze
predstaviti kao obvojnica uzastopnih poloZaja osnovnog profila pri
njegovom relativnom kretanju. Prema tome spregnuti profili predstavijaju
uzajamno obvojne krive, &ija geometrija zadovoljava osnovni zakon
sprezanja zupcanika.

2. DEFINISANJE OBLIKA PROFILA OZUBLJENJA
2.1. Generisanje trohoide

Da bi se u analitiS(kom obliku predstavile trohoide uvodi se
koordinatni sistem trohoide Opxy,, a njegov pocetak postavlja u sredigte
nepokretnog kruga, pri éemu apscisa proiazi kroz pocetnu tacku dodira
datih kinematskih krugova.

Na slici 2.1 su prikazani osnovni geometrijski odnosi pri
generisanju jedne od trohoida, peritrohoide. Sa O i ng su obeleZeni
srediSte i polupreénik pokretnog (generiSudeg) kruga, a sa Oy i 1y
nepokretnog (osnovnog) kruga. Ekscentricitet trohoide e predstavija
rastojanje izmedu dva sredi§ta kruga. Generiguéi koordinatni sistem
Opx:ys se vezuje za srediste pokretnog kruga. GeneriSuéa tagka D je
tacka koja opisuje trohoidu i nalazi se na osi X1 na udaljenju dod Oy
predstavija veli¢inu polupreénika trohoide. Referentnu linijlu odreduje
linija koja spaja sredi§ta O, i Oy i prolazi kroz taéku dodira dva kruga,
odnosno kinematski pol C. Pri relativnom kretanju kinematskih krugova,
dok referentna linija rotira za ugao ¢ u odnosu na osu X, generiSuci
sistem rotira za ugao @/k, u odnosu na istu osu, a generiSuéa tacka

opisuje deo trohoide. Prenosni odnos trohoide predstavlja veli¢ina k.
Koordinate tacke D peritrohoide izvode se na osnovu geometrijskih

odnosa datih na slici 2.1 i iz uslova kotrljanja bez klizanja (¢, =, ):

X, = e(coscp + Ak, cos—;:l), y, = e(sincp + Ak, sin-kg] , (2.1)

t t

gde je A koeficijent trohoide kojim se definise odnos izmedu veligina
polupreénika trohoide i polupre&nika pokretnog kruga A = d/ek, .
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“— peritrohoida
——referentna linija

Slika 2.1. Generisanje peritrohoide

Jednacine (2.1) opisuju razli¢ite trohoide zavisno od vrednosti k..
Kako se trohoide mogu opisati jedinstvenim jednadinama, a ako se
uzmu u obzir i njihove druge zajednicke osobine, kroz dalja razmatranja
obe vrste krivin (peritrohoide i hipotrohoide) biée posmatrane
istovremeno, pri éemu se uzimaju odgovarajuée vrednosti koeficijenta k..

2.2. Generisanje obvojnice

Kroz prethodno poglavije je prikazano da se trohoida moze
izabrati kao geometrijski oblik osnovnog profila zupca sa parametrima
koji zadovoljavaju odredene uslove. Pri relativnom kotrljanju bez klizanja
kinematskih krugova dobija se spregnuti profil kao obvojnica osnovnog
profila. Na slici 2.2 su ilustrovani osnovni geometrijski odnosi pri
generisanju spregnute obvojnice. Kod definisanja oblika obvojnice uvode
se pojmovi i oznake analogno sa trohoidom, ali se umesto indeksa t
uvodi indeks a.
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Slika 2.2. Generisanje obvojnice

Pri relativnom kretanju kinematskin krugova, kada referentna
linija rotira za ugao y u odnosu na osu Xa, generiSuéi sistem rotira za
ugao w/k, u odnosu na istu osu, a veliina k; je prenosni odnos
obvojnice. U sludaju da k, ima negativnu vrednost, tada koordinatni
sistem trohoide rotira u suprotnom smeru od referentne linije. Kod
izvodenja jednacina koje opisuju obvojnicu smatra se da se tacka D
trohoide krece u odnosu na nepokretni koordinatni sistem obvojnice.

Tada, parametarske jednadine te tacke glase:

r \
X, = ei cosy + cos(cp + ki), + Ak, cos(kE + -;*—IJ}
L t a

: ; 1 L
=esiny+sin| o+— I+ Ak, sin| —+—— |}
& { v (‘p k] ‘ (k, k)}

a/
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Ovaj rad ¢e detaljno razmatrati samo obvojnice kod kojih je broj
grana za jedan vedi ili manji od broja grana trohoide. Na osnovu
vrednosti k, data je podela obvojnica u dve grupe [4]: obvojnice tipa 1,
kada je k,=1-k;, i obvojnice tipa 2, kada je k, = k;-1.

U cilju dobijanja jednostavnijih izraza u daljem razmatranju se
uvode ugaoni parametri od kojih je jedan oznaden sa £ i definiSe
polovinu zbira uglova rotacije referentnih linija trohoide i obvojnice, a
drugi je oznaCen sa m i predstaviia polovinu njihove razlike [4].
Parametri £ i | se mogu dati u slededem obliku:

é=—;-H<o+%J+\u} n =%K<o+78—w} ; (2.3)

Kod odredivanja tacke obvojnice polazi se od uslova pri kome je
izabrana vrednost y,=const. Variranjem vrednosti ugaonih parametara, u
tom slucaju, odreduju se vrednosti za x, gde minimalna vrednost
definiSe tacku unutrasnje, a maksimalna vrednost tadku spoljasnje
obvojnice. Da bi se odredile ove ekstremne vrednosti uvodi se
Lagranzova metoda neodredenih multiplikatora [2] i definise funkcija Z
preko izraza:

Z=x,+Alf, -vy,), (2.4)

pri ¢emu je A Lagranzov multiplikator. Na osnovu jednaéina (2.3) mogu
da se izraze uglovi ¢ i v u funkciji parametara & i 1, a zatim smenom
ovih izraza u jednadine (2.2) i sredivanjem istih dobijaju se jednadine na
osnovu kojih mogu da se odrede koordinate tacke trohoide koja
generiSe obvojnicu. Zatim se dobijene jednadine uvrste u (2.4) i
nalaZzenjem parcijainih izvoda funkciie Z po & i m i njihovim
izjednaCavanjem sa nulom dobijaju se jednadine iz kojih se moze
eliminisati Lagranzov multiplikator A. Ovim putem dobija se izraz kojim
su definisana potrebna ograni¢enja za £ i n, ¢ime su se ostvarili uslovi
za izvodenje jednadina koje opisuju obvojnicu osnovnog profila trohoide.

Kod izvodenja jednadina obvojnice tipa 1 polazi se od uslova
k, =1-k,. Zamenom ovog uslova u jednacine (2.3) i (2.4) i na osnovu
odredenih matematickih operacija i uvodenjem smena za pojedine
izraze dobija se konaéna jednadina koja daje vezu izmedu uglova € i n.
Pomodu ove jednadine mozZe da se izrazi sing i cost [4]. Uzimajucéi u
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obzir prethodno razmatranje mogu se napisati opste jednacine za
obvojnicu tipa 1:

X, =6l 2cos{cosn + Ak, cos-2kﬂ)

t.

(2.5)

— : B o Zn\
Y. =€ 2sinfcosn + Ak, sm;—J

t

Na osnovu ovog uslova i koris¢enjem odredenih matematickih
operacija i uvedenih smena za pojedine izraze dobijaju se jednadine
obvojnice tipa 1 u konaénom obliku:

P ; 2% f
X, = e{ Mk, cos—@—lsinznsin@iZ cos®n - 28 cos 21
kA K, 2 ) f
i . (2.6)
( 2n 1 2 | sin2 \2—}6 2 1
V. :eﬁ)xk, sin—n+—sin2ncos—n_+2 coszn*( iy sin-—nL
| P . 2 k, ]
Kod jednacina (2.6) znak "+" se odnosi na spoljasnju, a znak "-" na

unutrasnju obvojnicu.

Pri izvodenju jednacina za obvojnicu tipa 2 vazi sledeci uslov
K, =k —1. AKko se ovaj uslov uvrsti u jednacine (2.3) i (2.4) i primenom
odredenih matematickih operacija i uvedenih smena za pojedine izraze
mogu se napisati opste jednacine za obvojnicu tipa 2 u obliku:

2 )
X, =€| 2cosEcosm+ Ak, Cos?ij
t

(2.7)

t

) .
Yy, =¢€|2sinfcosn + Ak, Sinf—ﬁj

Primenom odredenih transformacija dobija se veza izmedu
uglova ¢ in:
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cosM = —Acos(1—-§—§). (2.8)

t

Ako se izraz (2.8) zameni u jednacine (2.7) dobijaju se konaéne
jednacine za obvojnicu tipa 2:

t t

X, =e\ —ZCOS§C08L1 —f—}& + K, COS-E-@}

(2.9)

y, =€ —23in§cos£1 ——E—]& +K; sin—i—&}

t t

Na osnovu prethodnog izlaganja sledi da se za datu trohoidu
mogu odrediti tri obvojnice i to: spoljadnja obvojnica tipa (1)s, unutrasnja
obvojnica tipa (1), spoljaSnja obvojnica tipa (2)s za hipotrohoidu i
unutrasnja obvojnica tipa (2), za peritrohoidu. Na slikama 3.1 — 3.4 dati
su primeri razliCitih trohoida i njihovih spregnutih obvojnica i bice detaljno
analizirani u sledecem pogiaviju.

3. KOMPJUTERSKO GENERISANJE TROHOIDNOG OZUBLJENJA |
ANALIZA DOBIJENIH REZULTATA

U prethodnom poglaviju su odredene parametarske jednacine
trohoida i njihovih spregnutih obvojnica, kao i ograni¢avajuéi uslovi za
dobijanje para spregnutih profila koji se potencijalno mogu primeniti u
praksi. Na bazi matematickog modela kreiran je kompjuterski program
TIA, u standardnom programskom jeziku AutoLISP, za proracun
koordinata navedenih krivih i za njihovo automatsko generisanje [1].
Program je testiran, a rezultati su dati u obliku spregnutih zupcastih
parova (slike 3.1-3.4).

Na slici 3.1 su prikazane tri obvojnice jedne iste peritrohoide, a
na slici 3.2 su date obvojnice za hipotrohoidu. Ocigledno je da spregnute
obvojnice tipa 1 za peritrohoidu imaju jednu granu viSe od trohoide, a
za hipotrohoidu jednu granu manje, dok je za obvojnice tipa 2 obrnut
sluCaj. Generalno, sve obvojnice imaju vrhove, koji su u neprekidnom
kontaktu sa trohoidom.

Slika 3.3 ilustruje kako povecanje koeficijenta trohoide A utice na
njen oblik i karakteristike sprezanja.
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Ya

obvojnica

(8) k=7, A=1.5, k,=-6 (b) k=7, h=LS, k,=-6 (€) k=7, A=15, k,=6
Slika 3.1. Peritrohoida sa obvojnicama: a)tipa (1)u, b)tipa (1)s, c)tipa (2)u

Yal

obvojnica

(@) k;=-3,A=2, k,=4 (b) Kk =-3,A=-2, k,=4 (€) ki=-3,A=-2, k=4

Slika 3.2. Hipotrohoida sa obvojnicama: ajtipa (1)u, b)tipa (1)s, c)tipa (2)s

Stepen kompresije primenjene radne masine, koji se definise kao
odnos maksimalne i minimalne radne zapremine, je veci pri vedim
vrednostima koeficijenta trohoide. Medutim, sa njegovim rastom dolazi
do povecanija brzine klizanja, $to dovodi do intenzivnog habanja.

Ya‘P

trohoida
/— ﬁ§ obvaojnica
Z

(8) k=4, A=L.5, k,=-3 (O) k=4, A=2, k,=-3

Slika 3.3. Peritrohoida sa obvojnicama tipa (1)u
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Medusobnim poredenjem trohoida i spregnutih  obvojnica
prikazanih na slikama 3.3,a i 3.2,b moze se zakljuiti da svakoj
peritrohoidi sa spregnutom obvojnicom tipa (1), odgovara sliéna
hipotrohoida sa spregnutom obvojnicom tipa (1)s , i obrnuto, samo je
njihov relativni polozaj promenjen. Na slici 3.4 je pokazano da svakoj
peritrohoidi sa spregnutom obvojnicom tipa (1); odgovara sliéna
peritrohoida sa spregnutom obvojnicom tipa (2), , i obrnuto.

obvojnica

trohoida

(8) k=3, A=1.5, k,=-2 (D) k,=4, r=15, k,=3
Slika 3.4. Peritrohoide sa obvojnicama: atipa (1)s, btipa (2)u

Slika 3.5. Primeri 3D geometrijskih modela zupcastih parova
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Za prikazane unutrasnje zupCaste parove mogude je uraditi
simulaciju sprezanja primenom modula DMU Kinematics kompjuterskog
programa CATIA. Pre toga potrebno je da se razvije 3D geometrijski
model primenom modula Part Design navedenog programskog paketa.

Rezultati 3D modela spregnutih unutradnjih zupé&astih parova prikazani
su na slici 3.5.

4. ZAKLJUCAK

U radu je pokazano da se razligite trohoide mogu opisati
jedinstvenim parametarskim jednaginama. Zahvaljujuci tome razvijen je
jednostavan matematicki model i odgovarajuéi program za automatsko
crtanje trohoida i spregnutih obvojnica. To dalje pruza moguénost za
modeliranje i simulaciju kretanja spregnutih zupéastih parova. Na ta]
nacin moZze da se prati i analizira medusobni poloZzaj elemenata
zupcastih parova u razli¢itim fazama sprezanja.

Sa gledista inZenjerskog konstruisanja negativna karakteristika
razmatranih krivih je pojava vrhova na spregnutim obvojnicama. To se
mozZe izbedi primenom ekvidistantne modifikacije osnovnih profila, ¢ime
se dobija glatka kriva, a sprezanje je povoljnije s obzirom na rast
polupreénika krivine profila.
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