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Abstract

In this paper are made the analysis some of the geometrical and kinematic parameters of the contact
surfaces of the cycloid gearing. As the first are determinated the limiting points on the pair of the tooth
profiles in contact, which defined one pair and two pairs of teeth in contact. Then is developed
mathematical model in form of the parameter equations, which follow the change of the relative
velocities in contact, the sliding velocities and specific sliding in the contacr points during the contact
period. It can be concluded that specific sliding is constant along the cyclod profile when the geomerrical
paramelers are constant. In that way the uniform wear on the determinated part of the tooth profile of

the single gears would be able.
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1. UVOD

U se najcesce
upotrebljavaju zup¢anici sa evolventnim ozubljenjem,
koje pored velikih tehnickih i ekonomskih prednosti
ima i niz nedostataka. Glavni nedostatak je mala

savremenim konstrukcijama

nosivost bokova zubaca, a §te je u vezi sa dodirom
konveksnih povrSina bokova zubaca sz relativnoe
malim  srednjim  polupre¢nikom  krivine. Ovaj
nedostatak se moze prevazi¢i primenom zupéanika
kod kojih se ostvaruje konveksno-konkavni dodir i
veca nosivost, §to je slucaj sa cikloidnim ozubljenjem.
U ovom radu je predstavljen jedan oblik cikloidnog
ozubljenja ¢iji se korisni deo profila zupca zupéanika
sastoji epicikloidnig dela
hipocikloidnog dela noge zupca.

iz glave zupca i

Za cikloidne krive je karakteristi¢na veli¢ina
modul cikloide g, koji predstavlja odnos polupre-
¢nika kotrljajueg kruga i nepokretne kruZmice, a u
sluCaju ozubljenja to je poluprec¢nik centroide zup-
Canika. Ako se za hipocikloidni profil noge zupca
usvoje negativne vrednosti ugla rotacije i modula
cikloide, tada se profil noge i profil glave zupca
mogu opisati jedinstvenim jednacinama. U odnosu
na pokretni koordinatni sistem jednacine profila
zupca imaju oblik [2], [3]:
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gde su: i - oznaka pogonskog. odnosno gonjenog
zupéanika (i=1, 2);/ - oznaka modula epicikloide ili
hipocikloide (j=e, 4); ¢ — ugao rotacije zupcanika.

Proces prenosa snage je pracen mehani¢kim
gubicima usled trenja koje se javlja izmedu povrSina
zubaca u dodiru. Da bi se smanjili ti gubici 1 izbegio
habanje aktivnih povrSina bokova zubaca potrebno je
obezbediti minimalnu debljinu uljnog filma izmedu
spregnutih povr§ina. Minimalna debljina uljnog filma
zavisi od velikog broja razlicitih faktora [1], a u ovom
radu su analizirane samo geometrijske 1 kinematske
karakteristike spregnutih povrsina.

Najpre su odredene granicne tacke na paru
spregnutih profila zubaca koje definisu jednostruku 1
dvostruku spregu. Zatim je razvijen matematicki
model u obliku parametarskih jednacina koji prati
promenu relativnih brzina u kontaktu, brzina
klizanja, brzina kotrljanja 1 specificnog klizanja
profila u tackama dodira za vreme dodirnog perioda.
Takode je razmatrana i promena poluprecnika
krivina spregnutih profila usled koje dolazi do
promene povrSinskih pritisaka u zoni kontakta.



2. ODREBIVAN.]E KARAKTERISTICNIH
TACAKA NA AKTIVNOM DELU
PROFILA I DODIRNICI

Odredivanje grani¢nih tacaka jednostruke sprege
je znacajno za istraZivanje procesa habanja zbog
promene opterecenja u tim tackama.

U slu¢aju kada se pogonski zupcanik obrée u
pozitivnom matemati¢kom smeru, tada dodirnica i ima
poloZaj koji je prikazan na slici 1. Sprezanje zubaca
poCinje u taCki A4, a zavrava se u taCki £ na
dodirnici, kao §to je pokazano na slici 1. Pri tome.
tatka dodira se na profilu zupca pogonskog
zupCanika pomera od korena, u tacki Eq, prema
vrhu, do tacke A47. Na profilu Zupca gonjenog
zupCanika tacka dodira se kreée od vrha, u tacki Ay,
prema korenu, do tacke E;. Deo profila odreden
ovim tatkama ucestvuje u sprezi i predstavlja aktivni
deo profila.

Na slici 1 su prikazani parovi zubaca u trenutku
koji oznacava pocetak dodira. U tom trenutku profil
prethodnog zupca se spreZe sa profilom zupca
drugog zupcanika u tacki D na dodirnici. Tada se
uspostavlja dvostruka sprega, koja se odvija sve do
trenutka izlaska jednog para zubaca iz sprege.
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Slika 1. Pocetak sprezanja

Parovi zubaca, u trenutku koji oznacava kraj
dodira, dati su na slici 2. Sledeéi par zubaca se tada
spreze u tacki B na dodirnici. Prema tome, tacke B i
D odreduju zonu jednostruke i dvostruke sprege na
aktivnom delu dodirnice. Na aktivnom delu profila
zupca pogonskog zupcanika to su tacke D1 i By, a na
profilu zupca gonjenog zupcanika tacke By i Dy. U
trenutku izlaska iz sprege, posmatrani par zubaca se
Tazdvaja i u spregu ulazi slededi par.

PoloZaj razmatranih tacaka moZe biti odreden
polarnim uglom rotacije zupcanika ¢ i polupreg-
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nikom kruZnice, opisane iz sredista zupcanika kroz
posmatranu tacku.

Slika 2. Kraj sprezanja

Pocetak dodira za gonjeni zupcanik definisu
poluprecnik temene kruznice R, i ugao ¢,,, koji
moZe da se izra¢una uz pomo¢ obrasca:

4.2 (lﬂlgz }'TO-S(I“Qa: :)
e (1 T4 ) ‘

P 22=( > arccos 2

gde je O.» =R./R>.

Ugao rotacije, koji definiSe pocetak dodira na
profilu pogonskog zupcanika iznosi:

welzi(pal ’ (3)

gde je i- kinematski prenosni odnos.
Poluprecnik kruznice R,j, kojoj pripada posle-

dnja tacka aktivnog profila zupca pogonskog zupca-
nika E; , sada moZe da se odredi uz pomo¢ obrasca:

R;L:Rl\/l*‘%]m( + gy bin’ (4)

‘-q}u

Istovremeno, sa pocetkom dodira za posmatrani
par zubaca, zavrSava se jednostruka sprega
prethodnog para zubaca, u tacki D na dodirnici. Na
profilu gonjenog zupcanika to je tacka Dy, a njen
poloZaj je odreden uglom g7 , koji iznosi:

Pas=Pui—%5 - (5)
Odgovarajuci poluprecnik kruznice je jednak:
Ry :R:‘/1+44w(1+flh )5"]"—‘ (6)
= {/1

Tacka Do profila gonjenog zupcanika se u tacki
D na dodirnici spreZe sa tackom By profila pogon-



skog zupcanika. Ugao, koji definige kraj jednostruke
sprege na profilu pogonskog zupéanika iznosi:

™)

Polupre¢nik kruznice na kojoj lezi tacka By,
1ZNosi:

Pp =74 "‘Pa’ .

B, = Rw/l*-lq,{{l*q', )sm:fi . (8)

={

Dodirni period se zavriava sprezanjem gornje
granine tatke A4y aktivnog dela profila zupca
pogonskog zupcanika i poslednje tacke E5 aktivnog
dela profila zupca gonjenog zupcanika, u tacki E na
dodirnici. Odgovarajuéi uglovi i poluprecnici za
pomenute tacke mogu da se odrede uz pomoc
jednacina, analognim prethodno navedenim. Prema
tome, za tacku A1, na temenoj kruZnici polupreénika
R, 1, dobija se:

g, (1+q, )+0sl-0,°)

@, = g, arccos—= - —— (9)
qall+q,)
gde je Qy; =Ra1/R;.
Zatim je . za tacku E5:
o =t (10)
]
1 T
RL,::R2d1+4qm(l+qhz)sin*j 2. 1
<G

Pocetni period dvostruke sprege se zavrSava u
tacki B na dodirnici. kada istovremeno pocinje period
jednostruke sprege, za posmatrani par spregnutih
profila zubaca. U tacki B se sprezu tacka By profila
zupca gonjenog zupCanika i tacka Dq profila zupca
pogonskog zupcanika. Polozaj ovih tacaka, u odnosu
na srediSta odgovarajucih zupéanika, definiSu uglovi
®p2 - 941 1 poluprecnici Ry, Ryq. Tako je:

Ppa =T> "l(/’;:,! (12)

[ T Dy
Ry2 =Ry [1+4q,,(1+q,- bin"—= (13)

4 V =42

a zatim

Pn =@, -7 (14)
[ X | e (p(}l IS
Ry =R, 1*“‘/;;1(1*%1)51“ T . (15)

=Y hl
Na ovaj nacin definisan je  polozaj

karakteristicnih taaka na aktivnom delu profila
zubaca spregnutih zupcanika.
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3. KINEMATSKA ANALIZA
SPREGNUTIH PROFILA ZUBACA
ZUPCANIKA SA CIKLOIDNIM
OZUBLJENJEM

Kretanje tacke dodira P u odnosu na nepokretni
koordinatni sistem je apsolutno i pri tome je putanja
tatke dodira dodirnica profila. Istovremeno. tacka
dodira se krece po profilu zupca i to je njeno
relativno kretanje, u odnosu na pokretni koordinatni
sistem. Kretanje pokretnog koordinatnog sistema u
odnosu na nepokretni je prenosno, koje je u sustini
rotacija oko sredi§ta zuplanika {4]. Prema tome,
apsolutna brzina tacke P moze da se izrazi na slededi
nacin:

V=V Ty, (16)

gde su : ¥pi — prenosna brzina tacke P.
v,; — relativna brzina tacke P.

Slika 3. Kinematika kontakta cikloidnih profiia

Na osnovu uslova koji su definisani osnovnim
zakonom sprezanja, spregnuti profili zubaca moraju
u svakoj tacki dodira P, u toku dodirnog perioda. da
imaju zajednicku tangentu - |
Intenzitet apsolutne brzine tacke dodira P, koja je
usmerena duZ tangente na dodirnicu u toj tacki,
odredi¢emo na osnovu kinematskih i geometrijskih
odnosa sa sl. 3. Polazi se od poznate relacije za
intenzitet prenosne brzine tatke P, koja predstavlja
obimnu brzinu pomenute tacke:

normalu #n-n.



V== R,.a),-\/l+4qﬂ(1+qﬁ)sin2 2(/)’

. (17)

Projektovanjem vektorske jednadina (16) na
zajednicku normalu profila, dobija se:

v=R;®; =const .

(18)

Pri konstantnim ugaonim brzinama spregnutih
zup€anika, intenzitet apsolutne brzine tacke dodira je

konstantan duz Citave dodirnice jednak je
intenzitetu  ugaone  brzine na kinematskim
kruZnicama.

Smer vektora relativnih brzina se poklapa sa
zajednickom tangentom na profile u tacki dodira.
[ntenzitet relativnih brzina tacaka dodira odreduje se
projektovanjem  vektorske jednacine  (16) na
zajednicku tangentu spregnutih profila.
Odgovarajuéim transformacijama dobijaju se izrazi
uz pomoc kojih se odreduje intenzitet brzine kojom
se tacka dodira pomera duz profila zupca pogonskog,
odnosno gonjenog zupéanika:

v, = 2R, (l+qj,» }o,-sin i

9,

pa

(19)
Jt

gde su: i - oznaka pogonskog, odnosno gonjenog
zupCanika (i=1, 2); j - oznaka modula epicikloide ili
hipocikloide (j=e, 4); @ - apsolutna vrednost ugaone
brzine zupéanika.

Brzina klizanja spregnutih profila u posmatranoj
tacki dodira je brzina tacke tacke dodira u relativnom
kretanju profila. Brzina klizanja je jednaka razlici
relativnih  brzina tacke dodira na profilima
spregnutih zubaca zupcanika i jednaka je nuli samo
onda kada se profili dodiruju u kinematskom polu.

Na osnovu jednacina iz [3] moZe da se napise
opsti izraz za odredivanje brzine klizanja spregnutih
profila zubaca zup&anika:

%
2q

) = 7).
\1;' =2

/

Jsin (20)

q]' ‘R1 (wl £ iw:

Prema tome, brzina klizanja je proporcionalna
udaljenju tacke dodira od kinematskog pola.

Zz analizu pojave habanja, a narodito za sliku
podmazivanja, osim brzine klizanja, znacajna je
veli¢ina zbirne brzine kotrljanja. Zbirna brzina
kotrljanja predstavlja zbir relativnih brzina u tacki
dodira spregnutih profila zubaca:

(21)

Ve SV Vg .
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Za jedan zupéasti par sa cikloidnim ozubljenjem
su izraCunate vrednosti Vrl> V¢, Vi 1 vy za niz tadaka
na dodirnici i grafi¢ki su prikazane na sl. 4. Parametri
ozubljenja su: z1=z9=20, m=30mm,
lgn11=lgn21=0.4, =10 obrt/s.

Specifi¢no Klizanje profila

Za analizu klizanja spregnutih profila zubaca
zupanika i ocenu stepena iskori§éenja zupcastog
prenosnika, potrebno je poznavati, osim brzine
klizanja u ta¢ki dodira i tok njene promene u odnosu
na odgovarajucu relativnu brzinu tacke dodira.

Odnos brzine klizanja i relativne brzine tacke
dodira spregnutih profila zubaca predstavlja specifi-
¢no klizanje i izraZava se formulom. za pogonski:

Ve qn |

Tk

getue_ Gy Ll o
V| l+q; L M J
1 analogno, za gonjeni zupcanik:
L=ELTE ). @)
Vo ]_;.qj:

Na delu profila zupca, gde se smerovi brzine
klizanja i relativne brzine poklapaju, specifi¢no
klizanje ima pozitivnu vrednost, a gde se ne
poklapaju - negativou.

Moze se zakljuciti da specifi¢no klizanje uzima u
obzir uticaj geometrijskih i kinematskih parametara
na veli¢inu klizanja profila u procesu sprezanja.
Ocigledno je, da u izrazima za specifi¢no klizanje
figuriSu veliCine, koje su konstantne za odredeni deo
profila zupca zupcéanika. Prema tome, specifi¢no
klizanje ¢e na tim delovima, takode. imati konstantnu
vrednost, u slucaju konstantnog prenosnog odnosa.
Specifiéno klizanje menja svoju vrednost i znak pri
promeni vrednosti modula cikloidne krive profila
zupca. Na epicikloidnom delu glave zupca imace
jednu, pozitivnu vrednost, a na hipocikloidnom delu
noge zupca drugu, negativnu vrednost.

Potrebno je istaci da izrazi (22) i (23) postaju
neodredeni u slucaju kada su vrednosti brzina
klizanja 1 relativnih brzina jednake nuli. Kod
cikloidnog ozubljenja, to je trenutak dodira profila u
Prema tome, tacka C je
specificnog  klizanja

kinematskom polu.
singularna  za  raspodelu
spregnutih profila zubaca zupéanika i iskljucuje se iz
analize.

Nasl. 4 je prikazan tok specifi¢nog klizanja &1
$7 za izabrani zupcasti par sa cikloidnim ozubljenjem
sa napred navedenim parametrima.



Slika 4. Dijagram kinematskih parametara cikloidnog ozubljenja u toku dodirnog perioda

Za evolventno ozubljenje, sa istim modulom i
brojem zubaca kao u prethodno navedenom primeru
cikloidnog ozubljenja, na osnovu poznatih jednacina
iz literature [5], [6], odredene su vrednosti kine-
matskih parametara, a zatim je izvr§eno njihovo
medusobno poredenje. S obzirom na to da se
kod cikloidnog ozubljenja kinematski i podeoni
krugovi poklapaju razmatranje je ograniceno na
evolventne zuplaste parove bez pomeranja profila.
Za evolventno ozubljenje e dobijeno

.~ M . 5
ve =const = 2.052—. medutim  kod

§
ozubljenja zbirna brzina Kotrljanja raste od nule u

cikloidnog

% P i ML v %
kinematskom polu do 6.955— na pocetku sprezanja.

Apsolutna  vrednost specificnog  klizanja  kod
evolventnog ozubljenja raste od 0.804, na podnoZju,
do 4.095, na vrhu zupca, dok je kod cikloidnog
S=const=0.571. Na osnovu ovih pokazatelja
zakljuCuje se da cikloidno ozubljenje u poredenju sa
evolventnim, u  kinematskom pogledu ima
nesumujive prednosti. To narocito dolazi do izrazaja
kod prenosnika velikih snaga, gde primena
cikloidnog ozubljenja obezbeduje vedu nosivost.
manje habanje i bolje uslove podmazivanja bokova
zuba, a time i duZi vek trajanja zup&anika.

4. NOSIVOST BOKOVA ZUBACA

Opterecenje cikloidnog ozubljenja cilindri¢nih
zupCanika u toku sprezanja je razmatrano samo sa
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aspekta uticaja geometrijskog oblika profila zubaca
zupcanika u sprezi.

Usled dejstva normalne sile F, na bokovima
zupca se javljaju naponi u oblasti oko tacke dodira.
Pri odredivanju tih napona polazi se od osnovne
Hertz-ove jednacine [1]:

[F, 1 1

Oy = [———— - - . (24

(b oy [1-v l—y3
Al v 2
£ £,

gde su: £, E> - moduli elasti¢nosti,
V1, V2 - Poisson-ovi brojevi materijala od kojih su
napravljeni zupcanika u sprezi,
Psr - srednji polupreénik krivina profila zubaca u
sprezi.
Merilo uticaja geometrije cikloidnih profila
zubaca na kontaktne napone na bokovima zubaca
jeste srednji poluprec¢nik krivine profila. Za siucaj

dodira konveksnog 1 konkavnog profila, njihov
srednji poluprecnik krivine u tacki dodira se
odreduje uz pomoc izraza:
p, =282, (25)
. P>~ P

Potrebno je naglasiti da je vrednost p,, pozitivoa.
Sto znadi da se u poslednjem izrazu uvek oduzima
manja vrednost poluprec¢nika od vece.

Za izraCunavanje poluprecnika krivine profila
cikloidnih  zubaca koristi se poznati izraz iz
geometrije cikloidnih krivih [2] :



4R, q .\l + . !
_Ralea) g (26)
1+2¢g ji 2q '
Prema tome, srednji polupreénik krivine za tacke
dodira na delu dodirnice AC, moZe se izraziti u
obliku:

4Rl (1+th X’+ ‘N )
I—q

?
2g5,
pri ¢emu je vrednost ugla ¢ u intervalu e (0; 0,11
Za deo dodirnice CE, gde je sprezanje glave zupca
pogonskog i noge zupca gonjenog zupéanika, moze
da se primeni izraz:

Psr(ac) = sin (27)

4R, (1 T Xl i, )

=l

®

Psrice) = sin — (28)

=4 -

za vrednosti @< (0;@,5].

Slika 5. Dijagram promene srednjeg poluprecnika
krvine profila zubaca u toku dodirog perioda

Za izabrani zupcasti par konstruisan je dijagram
promene (g, duz dodirnice. Sa dijagrama se moze
videti da cikloidni profili na poéetku i kraju dodirnog
perioda imaju izrazito velike vrednosti srednjeg
polupre¢nika krivina, i, prema tome, male kontaktne
napone. Najveci kontaktni naponi nastaju u okolini
kinematskog pola. gde deluje ukupna normalna sila
Fo.a Py =P min - 1z ove analizi iskljucena je tacka
C. u kojoj je teorijska vrednost p,=oe.

Za evolventno ozubljenje sa istim geometrijskim
parametrima kao kod cikloidnog izracunate su
vrednosti  srednjeg  polupreénika  krivina: u
kinematskom polu pg=51.303mm i na pocetku
sprezanja (g,=28.137mm. Uporedujuci izracunate
vrednosti za oba ozubljenja moze se zakljuciti da su u
oblasti kinemaiskog pola povoljnije tribologke
karakteristike kod evolventnog ozubljenja, dok se na
pocetku 1 kraju sprezanja prednost daje cikloidnom
ozubljenju.
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5. ZAKLJUCAK

Sprovedene istraZivanja pokazuju da je
specificno klizanje jedan od znacajnih faktora
ogranifenja pri izboru geometrijskog oblika profila
zupca zupCanika i pokazatelj je uslova za pojavu
trenja i habanja povrS§ina zubaca u kontaktu.
Pokazano je da specifi¢no klizanje kod cikloidnog
ozubljenja ima konstantnu vrednost na odredenim
delovima profila zubaca ¢ime je omogucéeno
ravnomernije habanje na tim delovima profila zubaca
pojedinih zupéanika.

U cilju boljeg sagledavanja prednosti cikloidnog
ozubljenja u odnosu na evolventno proracunate su
vrednosti uticajnih veli¢ina za obe vrste ozubljenja i
izviSeno je njihovo medusobno poredenje. Moze se
zaklju¢iti da cikloidno ozubljenje ima brojne
prednosti. Te prednosti se ogledaju u veéim
brzinama kotrljanja i boljem naleganju bokova.
Sprezanje bokova je po vecoj povrdini pa je i
podmazivanje mnogo bolje. To je naroéito izrazeno
pri ulaZenju bokova zubaca u spregu, gde su
vrednosti poluprec¢nika krivine profila mnogo veée
kod cikloidnih profila. To ima za posledicu mirniji
rad i smanjenje udara bokova zubaca na pocetku
sprezanja.
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