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Dr Danica Josifovié, redovni profesor, Mr Lozica Ivanovié, asistent
Masinski fakultet, Sestre Janji¢ 6, 34000 Kragujevac

KINEMATSKA ANALIZA TROHOIDNOG OZUBLJENJA KOD PUMPI
ZA PODMAZIVANJE MOTORA SUS

1. UVOD

U ovom radu se razmatra generisanje i analiza sprezanja profila zupCastog para sa unutra$njim
trohoidnim ozubljenjem. Primena trohoida i njihovih spregnutih obvojnica u svojstvu profila radnih
elemenata rotacionih masina, kao $to su: gerotorske pumpe i hidromotori, prisutna je u poslednjih IOQ
godina. Gerotori imaju Siroku primenu u industriji, proizvode se u razlifitim oblicima i veli¢inama, pri
Cemu se koriste razli¢ite metode. Najpoznatije primene trohoidnih (gerotorskih) pumpi su sledece: pumpe
za ulje za podmazivanje motora sa unutra$njim sagorevanjem, u sistemima upravljanja mnogih tipova
motornoh vozila, kao $to su traktori i gradevinske masine, a poznata je i primena gerotora kao
komponente agregata u sklopu mehanizma za podizanje krova na automobilu YUGO kabriolet. Irqe
gerotor je izvedeno iz fraze GEnerated ROTOR, i opisuje matematicku proceduru za generisanje
peritrohoidnog profila unutrasnjeg zup&anika kruznim lukom spoljasnjeg profila. Zahvaljujuéi tome $to
spoljasnji zup€anik ima jedan zubac vise, ostvaruje se efekat potiskivanja fluida u toku rotacije.

Prema nacinu kretanja radnih elemenata izvriena je podela rotacionih masina u dve osnovne
grupe: prvu, sa nepokretnim osama radnih elemenata i drugu, sa planetarnim (epicikli¢nim) kretanjem
unutrasnjeg elementa. Radni princip ove druge vrste je identican principu generisanja spregnutih profila.
Kinematska analiza se moze izvrsiti u uslovima kojt vaze za jednu vrstu masina, a kasnije sve kinematske
veze mogu biti uspostavljene uz pomo¢ koncepta ekvivalentnog sistema [5]. Pod ekvivalentnim sistemom
se podrazumeva sistem koji je nastao kinematskom inverzijom posmatranog mehanizma.

Za kinematsku analizu spregnutih profila razmatra se kretanje tacke dodira spregnutih proﬁlg.
Kretanje ove tatke je sloZeno i to: apsolutno, u odnosu na nepokretni koordinatni sistem i pri tome je
putanja tacke dodira dodirnica profila, relativno, u odnosu na pokretni koordinatni sistem i to je kretanje
tacke po profilu, prenosno kretanje, a to je kretanje pokretnog koordinatnog sistema u odnosu na
nepokretni. JednaCine za odredivanje brzina tataka profila su izvedene u matri¢nom obliku, a zatim je
data njihova graficka interpretacija. Na osnovu graficke interpretacije kinematskih parametara spregnutih
profila trohoidnog zupCastog para mogu se izvesti zakljuéei o uticaju geometrijskih parametara na
veli¢inu klizanja i, prema tome, na intenzitet habanja profila zubaca.

2. GEOMETRIJA OZUBLJENJA

Trohoidne pumpe pripadaju grupi planetarnih rotacionih masina, ¢ija je kinematika zasnovana na
principu planetarnog mehanizma sa unutra$njim ozubljenjem. Kod ove vrste ozubljenja, pokretni krug se
kotrlja bez klizanja po drugom nepokretnom krugu i pri tome, izabrana tacka opisuje proﬁi zupca,
odnosno trohoidu [8]. Nepokretni krug Je, uslovno uzeto, kinematski krug zupéanika. Spregnuti proﬁlAse
moze predstaviti kao obvojnica uzastopnih polozaja osnovnog profila pri njegovom reiativngm kretanju:
Prema tome spregnuti profili predstavljaju uzajamno obvojne krive, &ija geometrija zadovolja\fa osnovni
zakon sprezanja zup&anika. U opstem slu¢aju spregnuta obvojnica ima vrhove, koji su nepoZeljna pojava
zato Sto dovode do intenzivnog habanja, a da bi se izbegla njihova pojava uvodi se modifikacija osnovne
trohoide. Trohoidne krive se modifikuju uz pomo¢ priraStaja konstantne vrednosti 7., koji se nanosi duz
normale date krive. Na taj nacin se dobija kriva koja je paralelna datoj, a posto njihov razmak, meren duz
zajedni¢ke normale ostaje konstantan, dobijena kriva se zove i ekvidistanta, a konstantni priraétaj r, se
moze definisati kao polupreénik ekvidistante.
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Pre proudavanja kinematike kontakta trohoidnih profila bice navedeni primenjeni koordinatni
sistemi i odredeni prenosni odnos posmatranog zup&astog para, kao i geometrijske veze izmedu uglova
rotacije u razli¢itim koordinatnim sistemima.

Na slici 1 su prikazani osnovni geometrijski odnosi pri generisanju jedne od trohoida, epitrohoide,
koja je usvojena za definisanje osnovnog profila kod razmatrane zupcaste pumpe. Sa O, i r, su obelezeni
srediste i polupreénik pokretnog (generiSuceg) kruga, a sa O, i r, nepokretnog (osnovnog) kruga.
Ekscentricitet trohoide e predstavlja rastojanje izmedu dva sredista kruga. Generi$uéi koordinatni sistem
O.x1)) se vezuje za srediste pokretnog kruga. GeneriSuca tatka D je tatka koja opisuje trohoidu i nalazi se
na osi x; na udaljenju d od O,i predstavlja veli¢inu polupre¢nika trohoide. Referentnu liniju odreduje
linija koja spaja sredista O, 1 O, i prolazi kroz tatku dodira dva kruga. odnosno kinematski pol C. Da bi se
u analitickom obliku predstavio trohoidni profil uvodi se koordinatni sistem trohoide O,x,y,. a njegov

pocetak postavija u sredite nepokretnog kruga, pri Cemu apscisa prolazi kroz pogetnu tacku dodira datih
kinematskih krugova. Koordinatni sistem obvojnice 0,x,y, se vezuje za srediSte pokretnog kruga. Svi

koordinatni sistemi su desne orijentacije.

Jednatine ekvidistante epitrohoide se izvode u koordinatnom sistemu trohoide, prema slici 1. Na
slici 1 je pokazano da u toku relativnog kretanja kinematskih krugova, dok tatka D generiSe epitrohoidu,
tatka P generi$e ekvidistantu. Ugao oznacen sa & predstavlja ugao izmedu normale n-n i radijus vektora
tatke D, a moZe se definisati kao ugao zahvata. Tatka dodira P modifikovanog profila leZi na normali
osnovnog profila i u toku kretanja zupcanika bice u kontaktu sa tackama spregnutog profila, koje su
rasporedene sa leve i desne strane zajedni¢ke normale. Prema tome, kontakt se ostvaruje sa jednim delom
spregnutog profila koji je ograni¢en maksimalnim vrednostima ugla zahvata dpax.

¥ % epitrohoida
\ |
\\_ a d
/k‘—‘ ; B \ =
g A L ANL \
s \ /7\\ l ( e ;
[ / AN /
" J"/ 6!7% —X (b “ 6 . /‘/’
o TR L
\ L0, / X,
\\\ % / K,

X ekvidistanta
epitrohoide

referentna linija
Slika 1. Generisanje nemodifikovane | modifikovane epitrohoide

Koordinate tatke dodira P u koordinatnom sistemu epitrohoide mogu se napisati kao:
x, = ecos zp + Az cos 0)-7, cos(¢ +3)

1)
y, = elsin zp + Azsin 0)-r. sin(¢+8) ’ ik

MVM - Monografija covodom 30 godina izdavanja casopisa 120



gde je A koeficijent trohoide kojim se definife odnos izmedu veli¢ina polupreénika trohoide i
polupre¢nika pokretnog kruga A = d/ek, .
Na osnovu geometrijskih odnosa sa slike 1 moZe se dobiti izraz za odredivanje ugla 5:
sin(z —1)¢
PR e T (2)
A+ cos(z = 1)¢
Uobicajeno je da se kod modela kinematskog para epitrohoida-obvojnica spoljasnji element

posmatra kao nepokretan, dok unutradnji izvodi planetarno kretanje. Radi jednostavnije kinematske
analize razmatrace se ekvivalentni sistem sa nepokretnim osama elemenata zup&astog para. U tom cilju,

svim elementima planetarnog kinematskog para se saopStava ugaona brzina ©,, koja je jednakog

d = arctan

intenziteta ali je suprotnog smera od brzine ©/, = %’U— Na taj naéin unutrasnji element gubi planetarno
{
K . . , do . .
retanje 1 rotira samo oko svoje ose ugaonom brzinom ®, = —7 (znak "-" ukazuje na razli¢ite smerove
t

ugaone brzine i oitavanja ugla ¢), dok spoljasnji rotira oko svoje ose, u istom smeru kao i unutrasnji.
ugaonom brzinom ©,, .

7 ’

Xy

Slika 2. Sematski prikaz zupcastog para trohoidne pumpe i osnovnih

geometrijskin velicina za kinematski model zupcastog para
sa nepokretnim osama

Sada se uvodi nepokretni koordinatni sistem O, x,y  sa pocetkom u sredi$tu kinematskog kruga

trohoide, odnosno O, = O, . U poéetnom poloZaju vaze sledeéi uslovi:
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& ugao ¢p=Tm,

e ose Ox, O,x,, O,x,su poklopljene i prolaze kroz trenutni kinematski pol C i teme

a”va?’

posmatranog profila trohoide,

e osa O, x, prolazi kroz srediste spregnutog kruznog profila i u toku kretanja zadZava ugao

n
od — u odnosu na osu O,x, .
z

Ako se ugao rotacije unutra$njeg zup&anika i koordinatnog sistema O,x,y, oznati sa @, . a ugao
rotacije spoljasnjeg zupéanika i koordinatnog sistema O,x,y, oznaci sa @, . kao §to je dato na slici 2,
mogu se napisati sledece relacije:

¢, do ®, 1 =1

uaI:—:———u—-:—u:——‘—__ ’ 3
(pl d(P[ (D[ ra z ()
¢, =(z-1)8=-v, (4)
o =m-p=n-zp=B=—— )
at

¢:9:£_9
%—¢a=9=—iin (6)

z—1

T T

BC:n——an—(z—l)d)::—.L(z—l)G:;—w. @)

Imajuéi u vidu éinjenicu da su navedene relacije invarijantne u odnosu na smer rotacije
kinematskog para, da bi se izbegao rad sa negativnim ugiovima, kako je dato na slici 2, usvaja se rotacija
zupéanika u pozitivnom matemati¢kom smeru. Za taj model geometrijski i kinematski odnosi su dati na

shict 3.

Kretanje tacaka profila se posmatra u odnosu na razli¢ite koordinatne sisteme, §to znaci da je
neophodna primena transformacije koordinata, Cije se jednacine najjednostavnije opisuju matri¢nim
oblikom. U opstem sluéaju, prelaz iz S; koordinatnog sistema u sledeci S, odreden je jednacinom
transformacije kordinata u obliku:

r, =M, (8)

gde su:

7, -vektor polozaja tatke dodira profila u koordinatnom sistemu S,
7, -vektor polozaja iste tacke u koordinatnom sistemu Sy

M, -matrica transformacije koordinata pri prelazu iz koordinatnog sistema S; u koordinatni

sistem S,,.

Za transformaciju koordinata definisane su sledece kvadratne matrice treCeg reda:

cosp, -—sing, 0 cos®, sing, 0]
M, =|sinp, cosp, 0 M, =|-sing, cosQ, 0 ()]
0 0 1 0 0 1

MVM - Monografija povodom 30 godina izdavanja casopisa 1

[\®]
()



cosp, —sinp, -e cosQ, sing, ecos(pal
M, =|sinp, cosp, O M, =|-singp, cosg, —esincpalf (10)
0 0 1| 0 0 1|
4 cos(p, —0,) sin(p, —9,) —ecosw,]
M,=M, M, = -sin(p, -¢,) cos{o, —@,) esm(p, [
L 0 0 |
;_ cos8 sin® —ecoszO |
=|—sin® cos® esinz0
L 0 0 I
[ coslo, ~9,) —sinlo, ~0,) ccos, |
| .
M, =M, -M, 2;‘51“((19 ~9,) coslp, —0,) =gk, =
L 0 0 1 ] (an
?cos@ —sin® ecos(z-1)8 W‘
=|sin® cosO —esin(z—l)@#
0 o 1
3. ANALIZA SPREZANJA

U ovoj analizi pretpostavlja se da su poznati profili spregnutog zupcastog para, a potrebno je da
se odredi njihova dodirnica. Vektor poloZaja tatke dodira P u koordinatnom sistemu trohoide moze da se
definiSe u matri¢nom obliku slede¢om relacijom:

;— mﬁl’ [efcos z9 + Azcos§)—r, cos(d + 5)7
AU v f~L elsin z¢ + Azsin ¢)—r, sin(¢ + 5) ‘ (12)
BEN I |

1
i

pri Cemu donji indeks oznatava pripadnost posmatrane tatke profilu, a gornji indeks ukazuje na
koordinatni sistem u odnosu na koji se talka posmatra. Jasno je da je vektorska jednadina (12)
ekvivalentna skalamim jednadinama (1), tako da ¢e u ovom radu biti ravnopravno koridéeni i
parametarski i vektorski sistem oznaCavanja koordinata tagaka.

Dodirnica profila, kao geometrijsko mesto tagaka dodira u nepokretnom koordinatnom sistemu,
dobija se transformacijom koordinata koja se opisuje matri¢nom jednaginom:

;r(f) =M, ,;[(r). (13)

Prema tome, parametarske jedna¢ine koordinata dodirnice se mogu napisati u obliku:
xU) < —e(l+kzcos[3)+ r. 005(6—8) " <) =—-e(l—7»zcosBL,_)—rC cos(B, +8) (14)
) ili _ .
W = ehzsinB—r, sin(B - §) V) = erzsinB, —r. sin(B, +5)

Na osnovu dobijenih jednadina napravljeni su kompjuterski programi u st?.ndarfinc')m
programskom jeziku AutoLISP za automatsko generisanje trohoidnih profila ozubljenja i dodirnice
kinematskog para modifikovana epitrohoida-obvojnica.

Za kinematsku analizu spregnutih profila razmatra se kretanje tatke P, na profilu unutrainjeg
zupCanika i tatke P, na profilu spolja$njeg zup&anika. Kretanje ovih tataka je slozeno i to:

* apsolutno, u odnosu na nepokretni koordinatni sistem i pri tome je putanja tatke dodira dodirnica

MVM - Monografija povodom 30 godina izdavanja casopisa 123



e relativno, u odnosu na pokretni koordinatni sistem i to je kretanje tacke po profilu,

e prenosno kretanje je kretanje pokretnog koordinatnog sistema u odnosu na nepokretni i to je
rotacija oko sredista zup&anika.

‘_; PN ﬁnlivna:{);
d 4 \ A
dodirnica \ |D / .
5 N
T
N
P——':PIE a =
\\\
A\ }
Bc \\\ X
Xao
o, P
! -
C X7

spregnuti

proﬁli dodirnica

Slika 3. Kinematski parametri trohoidnog zupcastog para

Apsolutna brzina je jednaka zbiru prenosne i relativne brzine, tako da se mogu napisati sledece
vektorske jednacine:

1 p

<

e (15)

<

; T
a pa+

<l

ra

<!
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pri Cemu indeks p odgovara prenosnoj, a indeks r relativnoj brzini. Osim toga, prenosna brzina
v, (0dnosno v, ) moZe da se predstavi kao vektorski zbir projekcije v, (V,,) na zajedni¢ku normalu i

v, (V,,) na tangentu u tagki dodira (slika 3).

Pretpostavlja se da se u nekom trenutku tacke P, i P, dodiruju u tacki P na dodirnici, kao §to je
prikazano na slici 3. Da bi sprezanje bilo ispravno, kao i da bi se oSuvala njegova kontinualnost potrebno
je da bude ispunjen uslov o jednakosti apsolutnih brzina spregnutih profila u tacki dodira, kao i njihovih
komponenti u pravcu zajedni¢ke normale, odnosno

v, =V, =V (16)

t a

<

v =

» o =V (17

Iz kinematike je poznato da jedino centroide mogu da ostvare kotrljanje bez klizanja. Prema
tome, klizanje profila je neizbezno, jer su oni obrazovani krivama koje se razlikuju od centroida. Dakle.
brzina klizanja spregnutih profila u posmatranoj tatki dodira je brzina tatke dodira pri relativnom
kretanju profila, a odredena je razlikom vektora prenosnih brzina, odnosno

G,azﬁp,—im‘ -
pri ¢emu je:
v, - vektor brzine klizanja profila unutrasnjeg u odnosu na spoljasnji zup&anik
v,, - vektor brzine klizanja profila spoljasnjeg u odnosu na unutrasnji zup&anik.

Analiza sprezanja se moZe sprovesti u bilo kom od referentnih sistema. Usvojeno je da se
parametri kretanja tacke dodira razmatraju u koordinatnom sistemu trohoide O.x,y,z,. pri Cemu je
pozitivna osa z, usmerena spolja i upravna je na ravan crteza.

3.1. Odredivanje brzine klizanja posredstvom prenosnih brzina
Ugaone brzine obrtanja unutrasnjeg 1 spolja$njeg zup&anika odredene su vektorima @,1 ©_. Za
odredivanje brzine relativnog kretanja v, vektor @, se paralelnim pomeranjem dovodi u tacku O, Kao
rezultat redukcije dobija se vektor cﬁa(m . sa napadnom tackom koja se poklapa sa O,, i vektorski moment
definisan slede¢om vektorskom jednacinom
e SEXW, , (19)
pri Cemu je é radijus vektor napadne tacke vektora ®, u koordinatnom sistemu O,x,y,z, (slika 3), koji
se moZe napisati u obliku izraza:
€ =—ecosQ,i, +esing, j,. (20)

Vektor prenosne brzine tacke P, moZze se prikazati u obliku relacije:

i K
T =B, xF =0 0 =30k +x0,], (1)
oy 0

pri ¢emu su I, j,, k, - jediniéni vektori koordinatnog sistema trohoide O,x,y,z, .

Vektor prenosne brzine tacke P, moZe se prikazati u obliku relacije:
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ik i Ji k,
5 :a)a((),) xr, +éx®,=|0 0 o,/ +|-ecosp, esinp, 0=
OJU

pa
22
x ¥y 0 | 0 0 22)

=(-y, +esing, Jo i, +(x, +ecoso Jo,

Prema tome, vektor brzine klizanja profila unutra$njeg u odnosu na spoljasnji zupcanik, prema
jednagini (18), u koordinatnom sistemu trohoide se moZe predstaviti vektorskom jedna¢inom u obliku:

T v -
7Y = efsin z + Asin ) + r—"sin(('p +§) }m,z’, + 4] e(coszd + Acosd)— ficos((b + 6);&9:]', (23
L 4 ] L Z 41

3.2. Odredivanje brzine klizanja posredstvom relativnih brzina

U toku sprezanja, profili se istovremeno kotrljaju i klizaju, jedan u odnosu na drugi. Kotrljanje
profila moze da se predstavi kao njegovo obrtanje oko tacke dodira P. Pri tome, brzina kotrljanja je
jednaka relativnoj brzini tacke dodira v,, , odnosno V,,. Klizanje profila, u tacki dodira P, je posledica
razlike u intenzitetu relativnih brzina tataka P, i P, na profilima unutrainjeg, odnosno spoljaSnjeg
zupc¢anika.

Relativna brzina je vektorski izvod vektora polozaja tatke u odnosu na pokretni koordinatni
sistem. Dekartove koordinate brzine tatke jednake su skalarnim izvodima Dekartovih koordinata te tacke
po vremenu. Prema tome, relativna brzina tacke P, u koordinatnom sistemu trohoide moze da se predstavi
u vektorskom obliku

Vo =V + V), 24)

Algebarska vrednost projekcije ove brzine na osu x, je:

_dx, _dx do _dx,

Py B o,, (25)
S odr dodr do
pri emu je
dxl z = (1 ’ S
Y = —ez(sin zo + Asin¢)+r. (1 +3 )sin(o +8),
6,_?_5__ (z~1)[1+kcos(z—l)¢] (26)
dp 1+2% +2xcos(z -1} ‘
do do . : . . . e
0, = @ = -~ je ugaona brzina epitrohoide ,oko svoje ose, u odnosu na obvojnicu.
Na sli¢an nacin dobija se i druga koordinata relativne brzine tacke na profilu trohoide:
_ Y _ e dy D 27

r>

Vyu = -
g dr  do dt do
(jiy—d; = ez(cos zo + Acos)—r. (1 +8)cos($p + ).

Zamenom dobijenih izraza za projekcije vektora relativne brzine trohoide na ose koordinatnog
sistema trohoide u izraz (24) dobija se vektorska jednacina

v, = {—ez(sinzd + Asin ¢)+ r, (1+8")sin(p + 8)foo, 7, + 55

{ez(cos z6 + Acos9) — 7, (1+8)cos(d + 8)}w, J,

odnosno, njen intenzitet
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1
v, = {ez(l +2% + 2\ cos 5)5 —r.(1+ 6')}0), : (29)

Vektor polozaja tacke dodira P, u koordinatnom sistemu obvojnice moZe da se napise u obliku
sledece matric¢ne relacije:

ezh.cos— — r. cos(E + 6)
[x, 1 z z

ezhsin > — r. sin(? - 8) , (30)

|

| o
<

|

L1 1

o an
Py { } | G
v_va

Primenom istog postupka, koji je primenjen na vektor 7, za dobijanje relativne brzine, na vektor

¥, dobijaju se sledece jednaine:

C

dok je intenzitet ove brzine jednak
v, =r.d'o,. (33)

Vektor relativne brzine tacke P, profila obvojnice se u koordinatnom sistemu trohoide moze
dobiti slede¢om matri¢nim transformacijom:

r 7
i cos(E - qﬂ sin[E - ¢) r.8' sin(zE +8 |,
I T BT S CH .

ra’ra i ) B P ’ 7 ‘\
| - sm[— - cﬂ cos(— B ¢j -rd cos(— +3 (o,
2 z z

{
|
|
|
|
|
|
i
{

L /

= r.8'sin(¢p + 8w, 7, —r.8 cos(o+ 8o, /,

pri ¢emu je L,, podmatrica matrice M,,, kod koje su izostavljeni Cetvrta kolona 1 vrsta.

-

Polazeéi od jednadina (15), (16) i (18) mogu se napisati jednaline za odredivanje brzina
relativnog kretanja profila unutra$njeg zup¢anika u odnosu na spoljasnji:

vta = vra = vﬂ

1 obrnuto (35)

v, =V

v
Vo ra °

Dakle, brzina relativnog kretanja profila trohoide u odnosu na obvojnicu je definisana
jednacinom:
17,55) = {ez(sin z + Asin ¢)— r, sin(¢ + 8)}w, 7, + (36)
{— ez(cos z$ + Acos ¢) + ¥, cos(¢ + 8)}&) 7,

Pri uporedivanju jednacina (23) i (36) vidi se da su one identi¢ne, uz
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do
o —(t-zp)=—2z—=- .
5 e T z¢) z = o, 37

Na osnovu geometrijskih odnosa sa slike 1 moze se pokazati da je udaljenje tacke D od trenutnog
kinematskog pola C jednako:
I

CD = ezl + 32 + 2AcosB)2, (38)

a takode vazi jednakost

ez(l + 2" +2Acos 6)5 = ez[cos(B —8)+Acos 8] 39

Konaéno, moZe se napisati izraz za odredivanje brzine klizanja, kao algebarske vrednost: vektora
relativne brzine spregnutih profila, 4j.:

1 I
Vg = Vil = j’ez(] +A +2hcos B)E -7, }cor : (40)
u

Kod zup&astih parova sa unutraSnjim ozubljenjem relativna ugaona brzina je jednaka razlici
apsolutnih ugaonih brzina zup&anika:

| —
o, =iwr—mal=1coz-z—lw,‘=&\:|w, (4D
z | i
Ako se udaljenje tadke dodira od kinematskog pola predstavi u obliku:
— 1
CP = ez{1 + 22 + 2hcosp)? 7. (42)

na osnovu navedenog moze da se napiSe opsti izraz za odredivanje brzine klizanja spregnutih profila sa
unutra$njim ozubljenjem:

vy =CPlo, —o,|. (43)

Prema tome. brzina klizanja linearno raste sa povecanjem rastojanja tacke dodira od kinematskog
pola, §to je u skladu sa poznatim odnosom Koji vaZi za uzajamno obvojne krive [4]. Zbog toga Je, sa
gledista prakti¢ne primene, pozeljno da se tacke dodira nalaze u okolini odgovaraju¢ih kinematskih
kruznica.

Brzina klizanja je jednaka nuli samo onda kada se profili dodiruju u kinematskom polu 1 pri tome
dolazi do promene znaka. Kod trohoidnog ozubljenja dodirnica profila ne prolazi uvek kroz kinematski
pol. Na slici 4 su prikazana dva razlicita oblika dodirnice: (a) dodirnica je glatka kriva i ne prolazi kroz
kinematski pol, (b) dodirnica prolazi kroz kinematski pol i ima petlju. Polaze¢i od jednadine (42) moze da
se utvrdi pri kojim kombinacijama geometrijskih parametara dolazi do pojave petlje na dodirnici i
promene znaka brzine klizanja. Udaljenje tatke dodira od kinematskog pola je jednako nuli kada je:

1
ro= ez(l +A2 +2Acos B)E : (44)
U tom trenutku tacki dodira trohoidnog profila odgovara ugao B = m (podnozje profila). tako da se dobija

uslov za pojavu petlje na dodirnici profila:
r. >ez(h-1). (45)

Dobijeni izraz je znacajan za utvrdivanje eventualne promene smera momenta sile trenja klizanja
pri odredivanju mehani¢kih gubitaka snage (slika 4).
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(a) (b)

Slika 4. Smer brzine klizanja i sile trenja u tacki dodira P na referentnoj liniji O,0,
kod razlicitih oblika dodirnice trohoidnog zupcastog para

3.3. Odredivanje zbirne brzine kotrljanja

Za analizu pojave habanja osim brzine klizanja znaajna je veli¢ina zbirne brzine kotrljanja.
Zbirna brzina kotrljanja predstavija vektorski zbir relativnih brzina u ta¢ki dodira spregnutih profila:

Vg =V, +V,, (46)
Sto se u koordinatnom sistemu trohoide moZe predstaviti u obliku
¥y = i~ ez(sin z¢ + Asin¢)+ r, (1 + 25")sin(¢ + 8)jo, 1, + @7
{ez(cos z¢ + Acos ) -, (1 + 25")cos(d + 8o, /,
Intenzitet zbirne brzine kotrljanja, uz primenu jednaéine (39), moze se izraziti kao
¢ i )
ve ={ez{l+2% + 2hcosBl —r, (1 + 25')?@, | (48)

Polaze¢i od izvedenih izraza za brzine tatke dodira profila moze se zakljuéiti da je za njihovu
graficku interpretaciju, a u cilju dobijanja bezdimenzijske veli€ine, pogodno uvodenje koeficijenta
polupre¢nika ekvidistante

gl (49)

e

Na slikama 5 — 7 su dati dijagrami promene razmatranih kinematskih parametara u funkciji ugla

B, za razliCite brojeve zubaca z. a varirane su i vrednosti koeficijenta trohoide % i koeficijenta
polupre¢nika ekvidistante c.
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Slika 5. Brzina kotrljanja tacke dodira modifikovanog trohoidnog profila za broj zubaca z=1, pri
razlicitim vrednostima koeficijenta poluprecnika ekvidistante c | koeficijentima trohoide: (@)h=1.51

(b) h=2
c=4 10
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Slika 6. Brzina kotrljanja tacke dodira kruznog profila za broj zubaca z=T7,
pri razli¢itim vrednostima koeficijenta poluprecnika ekvidistante c i
koeficijentima trohoide: (@)A=1.5 i (b) A=2

Na osnovu slike 5 proizilazi da pri istom broju zubaca, rast koeficijenta % dovodi do povecanja
brzine kotrljanja v, na konveksnom delu profila, dok na konkavnom delu profila dolazi do njenog
smanjenja. Povedéanie vrednosti polupre¢nika ekvidistante ima suprotan efekat.
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Na osnovu slike 6 proizilazi da pri istom broju zubaca, rast koeficijenta A dovodi do poveéanja
brzine kotrljanja v,,, dok povecanje vrednosti polupreénika ekvidistante ima suprotan efekat.

120 t
Ve =7, ¢=2 |
= |
|_a=250 €@ i
| - A=225
L -a=200 80+

—A=1.75
—A=1.50

N~Aa=1.25

i

|
76 BI°] 360 90 180 270 BI°) 360

(a) (b)

Slika 7. (a) Brzina klizanja vy, tacke dodira modifikovanog trohoidnog profila i (b) zbirna brzina
kotrljanja vs za broj zubaca z=7, koeficijent poluprecnika ekvidistante c=2 i pri razlicitim vrednostima
koeficijenta trohoide X\

Slika 7 ilustruje uticaj koeficijenta trohoide na tok promene brzine klizanja v,, i zbirne brzine
kotrljanja vy, pri istom broju zubaca i polupre¢niku ekvidistante. Na osnovu slike 7(a) proizilazi da pri
istom broju zubaca, rast koeficijenta A dovodi do povecanja brzine klizanja v,,. Na osnovu slike 7(b)

proizilazi da pri istom broju zubaca, rast koeficijenta A dovodi do povecanja zbirne brzine kotrijanja v,
na konveksnom delu profila, dok na konkavnom delu profila dolazi do njenog smanjenja.

vy A=1.5, =3 v | =15, ¢=3 '
car | 7=13 |
!
B =11 |
80~
| i
" f
1
1
0 ! ——— f i
90 180 270 pgrey 360

()

Slika 8. (a) Brzina klizanja vy tacke dodira modifikovanog trohoidnog profila i (b) zbirna
brzina kotrljanja vs za razlicite brojeve zubaca z, pri koeficijentu trohoide A=1.5 i pri
koeficijentu poluprecnika ekvidistante c=3

Na osnovu slike 8(a) proizilazi da pri istim vrednostima koeficijenata A i ¢ rast broja zubaca
znacajno uti¢e na povecanje brzine klizanja na temenom delu profila, dok je taj uticaj u podnoznom delu
mali. Slika 8(b) pokazuje da pri istim vrednostima koeficijenata A i ¢ rast broja zubaca ne utiCe na
promenu zbirne brzine kotrljanja na temenom delu profila, dok u podnoznom delu dolazi do njenog
naglog povecanja.
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4. ZAKJUCAK

U radu je data detaljna analiza kinematskih parametara trohoidnog ozubljenja primenjenog kod
gerotorske pumpe. Najpre je definisana dodirnica, a zatim su odredeni izrazi za izradunavanje brzine
klizanja i kotrljanja u tatkama dodira spregnutih profila. Na osnovu datog matematickog modela 1
odgovarajuce grafi¢ke interpretacije mogu se, sa aspekta kinematike, definisati uslovi za optimalno
projektovanje razmatranih zup&astih parova. Generalno, moze se zakljuciti da se pri izboru geometrijskih
parametara trohoidnog zup&astog para, a u cilju smanjenja brzine klizanja, preporucuje manji broj zubaca,
manje vrednosti koeficijenta trohoide i vece vrednosti polupre¢nika ekvidistante.
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Summary

KINEMATICAL ANALYSIS OF TROCHOIDAL GEARING BY IC ENGINES
LUBRICATING PUMPS

Josifovic D.. Ivanovic L.

In this paper is considered the generating and kinematical analysis of the gear pair profiles n
contact with internal trochoidal gearing. Trochoidal gearing is applicated by working elements of the
rotational machines as for an example: gerotor pumps and hydro motors. Based on the way of moving
of working elements is made classification of rotational machines in two main groups: 1. with fixed
axis of the working elements, and 2. with planetary (epicyclical) moving of the internal elements.
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