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Abstract

U ovom radu je predstavljen koncept procesa neizvesnosti, kao pro�sirenje
teorije neizvesnosti (uncertainty theory). Proces neizvesnosti, zasnovan na
Liovom integralu, predstavlja niz promenljivih indeksiranih kroz vreme. U
cilju prou�cavanja integrala (de�nisanih u ovoj teoriji) u razli�citim proces-
ima neizvesnosti, uvedeni su osnovni pojmovi i razmatrane neke osobine i
tvrdenja.

1 Uvod

2 Mere kredibiliteta

Neka je P partitivni skup nepraznog skupa X i svaki element u P nazivamo
dogadjaj dogadjaj. Kako bi se prezentovala aksiomatska de�nicija kredibiliteta,
neophodno je dodeliti svakom dogadjaju A broj Cr({A}, odnosno kredibilitet da
�ce se A desiti.

De�nicija 2.1. Neka je X neprazan skup i I proizvoljan skup indeksa. Skupovna
funkcija Cr : P(X)→ [0, 1] takva da za sve A,B ⊂ X:
C1) Cr(X) = 1 (normalnost);
C2) A ⊂ B ⇒ Cr(A) ≤ Cr(B) (monotonost);
C3) Cr(A) + Cr(A) = 1 (samodualnost);
C4) Cr(

⋃
i∈I

Ai) = sup
i∈I

Cr(Ai), za bilo koji skup Ai ⊂ X, i ∈ I

za koji je sup
i∈I

Cr(Ai) < 1/2, naziva se mera kredibiliteta mera kredibiliteta na

X.

Mera kredibiliteta je neaditivna mera sa osobinom samodualnosti (self-duality).
Trojka (X, P, Cr) se naziva prostor kredibiliteta prostor kredibiliteta.
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Theorem 2.1. Za sve A,B ∈ P(X) va�zi

i) Cr(A ∪B) ≤ 1/2 ⇒ Cr(A ∪B) = Cr(A) ∨ Cr(B).

ii) Cr(A ∩B) ≥ 1/2 ⇒ Cr(A ∩B) = Cr(A) ∧ Cr(B).

Theorem 2.2. (Subaditivnost)

(∀A,B ∈ P(X)) Cr(A ∪B) ≤ Cr(A) + Cr(B).

Theorem 2.3. Neka An ↗ tj. An ⊃ An+1, An ⊂ X, n ∈ N i lim
n→∞

Cr(An) = 0.

Tada za sve A ∈ P(X) va�zi:

lim
n→∞

Cr(A ∪An) = lim
n→∞

Cr(A \An) = Cr(A).

Theorem 2.4. (poluneprekidnost) Za niz {An}, va�zi

lim
n→∞

Cr(An) = Cr( lim
n→∞

An)

ako je ispunjen jedan od slede�cih uslova

i) An ↑ A i (Cr(A) ≤ 1/2 ili lim
n→∞

Cr(An) < 1/2);

ii) An ↓ A i (Cr(A) ≥ 1/2 ili lim
n→∞

Cr(An) > 1/2).

Theorem 2.5. Mera kredibilnosti na X je aditivna akko postoje najvi�se dva

singltona u P(X) sa nenula vrednosti kredibiliteta.

3 Fazi promenljive

Fazi promenljiva ξ je de�nisana kao merljiva funkcija iz prostora kredibiliteta na
skup realnih brojeva, tj. za Borelov skup B realnih brojeva je

{ξ ∈ B} = {x ∈ X |ξ (θ) ∈ B } ∈ P

odnosno ξ je merljiva funkcija, a {ξ ∈ A} je uvek dogadjaj.

De�nicija 3.1. Neka su ξ1 i ξ2 fazi promenljive de�nisane na prostoru kredi-
biliteta. Ka�zemo da je ξ1 = ξ2, ako je ξ1(x) = ξ2(x), za skoro sve x ∈ X.

De�nicija 3.2. n−dimenzionalni fazi vektor je de�nisan kao funkcija iz prostora
kredibiliteta na skup n−dimenzionalnih realnih vektora.

Teorema 3.1. Vektor (ξ1, ξ2, . . . , ξn) je fazi vektor ako i samo ako su ξ1, ξ2, . . . , ξn
fazi promenljive.

2



Kako bi smo uveli fazi aritmetiku, pretpostavimo da su sve fazi promenljive
de�nisane na prostoru kredibiliteta i neka je funkcija f : Rn → R i ξ1, ξ2, . . . , ξn
fazi promenljive na prostoru kredibiliteta. Tada je fazi promenljiva ξ = f (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
de�nisana sa ξ (θ) = f (ξ1 (θ) , ξ2 (θ) , . . . , ξn (θ)) za svako θ ∈ Θ.

Teorema 3.2. Neka je ξ n− dimenzionalni fazi vektor i f : Rn → R funkcija.
Tada je f (ξ) fazi promenljiva.

Fazi promenljiva ima jedinnstvenu funkciju pripadnosti koja predstavlja ste-
pen mogu�cnosti da ξ uzme pripisane vrednosti. Funkcija pripadnosti fazi promenljive
de�nisana je na slede�ci na�cin

µ (x) = (2Cr ({ξ = x}) ∧ 1, x ∈ R.

Teorema 3.3. (Inverzna teorema). Neka je ξ fazi promeljiva i µ njena funkcija
pripadnosti. Tada za bilo koji skup B realnih brojeva, imamo

Cr ({ξ ∈ B} =
1

2

(
sup
x∈B

µ (x) + 1− sup
x∈Bc

µ (x)

)
.

Slede�ca teorema daje potreban i dovoljan uslov za funkciju pripadnosti.

Teorema 3.4. Funkcija µ : < → [0, 1] je funkcija pripadnosti ako i samo ako
supµ (x) = 1.

Napomena: Postoji dokaz

4 O�cekivana vrednost

Uop�stenje de�nicije operatora o�cekivane vrednosti fazi promenljive (neprekidnog
i diskretnog tipa) dali su Liu i Liu u [4].

De�nicija 4.1. O�cekivana vrednost fazi promenljive ξ de�nisana je sa

E [ξ] =

∞∫
0

Cr ({ξ ≥ r})dr −
0∫

−∞

Cr ({ξ ≤ r})dr

gde je bar jedan integral kona�can.

Primer 4.1. Neka je ξ jednakomoguca (equipossible) fazi promenljiva (a, b) . Ako
je a ≥ 0, tada je Cr ({ξ ≤ r}) ≡ 0 kada je r < 0, i

Cr ({ξ ≥ r}) =


1, r ≤ a
0, 5, a < r ≤ b
0, , r > b.
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E [ξ] =
(∫ a

0 dr +
∫ b
a 0, 5dr +

∫∞
b 0dr

)
−
∫ 0
−∞ 0dr = a+b

2 . Ako je b ≤ 0, onda je

Cr ({ξ ≥ r}) ≡ 0 kada je r > 0, i

Cr ({ξ ≤ r}) =


1, r ≥ b
0, 5, a ≤ r < b
0, r < a.

E [ξ] =
∫∞

0 0dr−
(∫ a
−∞ 0dr +

∫ b
a 0, 5dr +

∫ 0
b 1dr

)
= a+b

2 .

Ako je a < 0 < b, tada je

Cr({ξ ≥ r}) =

{
0, 5, 0 ≤ r ≤ b
0, r > b,

Cr({ξ ≤ r}) =

{
0, r < a

0, 5, a ≤ r ≤ 0,

E [ξ] =
(∫ b

0 0, 5dr +
∫∞
b 0dr

)
−
(∫ a
−∞ 0dr +

∫ 0
a 0, 5dr

)
= a+b

2 .

Pa je o�cekivana vrednost uvek jednaka a+b
2 .

Primer 4.2. Trougaona fazi promenljiva ξ = (a, b, c) ima ocekivanu vrednost

E [ξ] = (a+ 2b+ c) /4,

dok je za trapezoidnu fazi promenljivu ξ = (a, b, c, d) , ocekivana vrednost jednaka

E [ξ] = (a+ b+ c+ d) /4.

5 Procesi neizvesnosti

De�nicija 5.1. Neka je (X,P, Cr) prostor neizvesnosti i neka je T × (X,P, Cr)
potpuno uredjen skup (tj. vreme). Neizvestan proces je funkcija Xt (γ) iz T
na skup realnih brojeva takav da je {Xt ∈ B} dogadjaj za svaki Borelov skup B
realnih brojeva u svakom vremenu t.

De�nicija 5.2. (Liu [87]) Za neizvesni proces Ct se ka�ze da je Liu-ov proces

ako

(i) C0 = 0 i skoro svi putevi uzorka su Lipschitz neprekidni,

(ii) Ct ima stacionarne i nezavisne prira�staje,

(iii) svaki prira�staj Cs+t − Cs je normalna neizvesna varijabla sa o�cekivanom
vrednosti 0 i varijansom t2, �cija raspodela neizvesnosti je

Φ(x) = (1 + exp(− πx√
3t

))−1, x ∈ R (1)
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Liu-ov integral omogu�cava nam da integri§emo neizvesni proces (integrand) u
odnosu na Liu-ov proces (integrator). Rezultat Liu integrala je jo�s jedan neizvesni
proces.

De�nicija 5.3. Neka je Xt bude neizvesni proces i Ct je Liu-ov proces. Za svaku
particiju zatvorenog intervala [a, b], gde a = t1 < t2 < ... < tk+1 = b, mre�za je
napisana kao

∆ = max
1≤i≤k

|ti+1 − ti|. (2)

Tada je Liu-ov integral od Xt u odnosu na Ct de�nisan kao

b∫
a

XtdCt = lim
∆→0

k∑
i=1

Xti(Cti+1 − Cti),

pod uslovom da grani�cna vrednost postoji skoro sigurno i da je kona�cna. U ovom
slu�caju, neizvesni proces Xt se smatra Liu integrabilnim.

Po�sto su Xt i Ct neizvesne varijable u svakom trenutku t, granica u (2)
je takode neizvesna varijabla pod uslovom da granica postoji gotovo sigurno i
kona�cna. Stoga je nesiguran proces Xt integrabilan u odnosu na Ct ako i samo
ako je granica u (2) neizvesna varijabla.

Liu [97] je pretpostavio da je osnovni kapital osiguravaju�ce kompanije, b je
stopa premije, bt je ukupan prihod do vremena t, a neizvesni potra£ni proces je
proces nagradjivanja.

Zt = a+ bt−Rt.

Zahvalnica. Ovaj rad je �nansiralo Ministarstvo obrazovanja, nauke i obra-
zovanja Tehnolo�ski razvoj Republike Srbije (Broj projekta TR 34014).
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