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РАЗВОJ И ИМПЛЕМЕНТАЦИJА

ТЕРМО-МЕХАНИЧКОГ КОНСТИТУТИВНОГ

МОДЕЛА ЗА НУМЕРИЧКУ АНАЛИЗУ

ПОНАШАЊА МАТЕРИJАЛА СА

СВОJСТВОМ ПАМЋЕЊА ОБЛИКА

Сажетак

Материjали са своjством памћења облика (енг. Shape Memory Alloys - SMA)
налазе све већу и чешћу примену у случаjевима када jе погодно искоритити
предности коjе они пружаjу кроз своjе специфично понашање (псеудоеластич-
ност и ефекат памћења облика) у различитим условима. Kао пратећи ефекат,
због високе термо-осетљивости jавља се jака термомеханича спрега што указуjе
на потребу за симулациjом комплексног термомеханичког одзива код реалних
проблема. Поjава комплексних напонских стања и опсег деформациjа намеће
захтев за тачно решавање проблема великих деформациjа.

Предочени захтеви су решени у неколико корака:
(1) Феноменолошки конститутивни SMA модел (Лагоудас) jе реформулисан

извођењем променљивих да зависе од ефективних вредности напона и деформа-
циjе и удела мартензита у запремини. Гипсова слободна енергиjа jе сведена на
скаларни облик чиме jе омогућена интеграциjа напона у правцу девиjатора на-
пона за трансформациjу унапред, односно укупне деформациjе трансформациjе
за трансформациjу уназад.

(2) Симулациjа термомеханичког понашања SMA jе изведена коришћењем
партиционисаног приступа спрезању за повезивање програма за структурну
анализу ПАК-С и пренос топлоте ПАК-Т. Дисипативна енергиjа мартензитне
фазне трансформациjе изазива промену температуре материjала у форми уну-
трашњег топлотног извора. Као комуникациони интерфеjс између програма
ПАК-С и ПАК-Т, коришћенa jе библиотека шаблона за компоненате (Component
Template Library - CTL).

(3) Проширење на проблеме великих деформациjа jе базирано на мултипли-
кативноj декомпозициjи градиjента деформациjе, чиме jе деформациjа раздво-
jена на еластичну и нееластичну. Коришћењем енергетски конjугованих мера
напона и деформациjе, омогућено jе jедноставно проширење алгоритма за мале
деформациjе за решавање комплексних напонских стања код великих дефор-
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мациjа.
(4) Експериментално испитивање TiNi SMA узорака за различите брзине

оптерећења jе употребљено за верификациjу термо-механичке спреге. Нуме-
ричка симулациjа поjаве, развоjа и засићења мартензитне трансформациjе за
различите брзине оптерећења jе поређена са експериментима, чиме jе прика-
зана квалитативна и квантитативна тачност оваквог приступа. Проширење на
проблеме великих деформациjа jе реализовано коришћењем логаритамске де-
формациjе. Применом на одабраним примерима из литературе, верификована
jе функционалност и тачност такве имплементациjе.
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DEVELOPMENT AND IMPLEMENTATION OF

THERMO-MECHANICAL CONSTITUTIVE

MODEL FOR NUMERICAL ANALYSIS OF

SHAPE MEMORY ALLOYS

Abstract

Shape memory alloys (SMA) have wider and more frequent application in cases when
it is useful to employ their advantages through specific behavior (pseudoelasticity
and shape memory effect) in various conditions. As a side effect due to the high
thermosensitivity, strong thermomechanical coupling occurs what increases the need
for simulation of complex thermomechanical response in realistic problems. The
complex stress states and deformation range impose the requirements for accurate
analysis of large strain problems. The presented requirements are solved in several
steps:

(1) Phenomenological constitutive SMA model (Lagoudas) has been reformu-
lated by derivation of variables to depend on effective values of stress and strain
and martensitic volume fraction. Gibbs free energy is reduced to scalar form what
provides stress integration in the direction of deviatoric stress for forward transfor-
mation or total transformation strain for the reverse transformation.

(2) Simulation of SMA thermomechanical behavior is realized using partitioned
approach by coupling of programs for structural analysis - PAK-S and heat transfer
PAK-T. Dissipative energy of martensitic phase transformation imposes change of
the material temperature as an internal heat source. As a communication interface
between the PAK-S and PAK-T, Component Template Library (CTL) is used.

(3) Extension to the large strain problems is based on multiplicative decomposi-
tion of the deformation gradient to decompose deformation on elastic and inelastic
part. Using the energy conjugated stress and strain measures, easy extension of the
algorithm for small strain is provided to solve complex stress states for large strains.

(4) Experimental investigation of TiNi SMA samples under various loading rates
is used for verification of thermo-mechanical coupling. Numerical simulation of ini-
tiation, development and saturation of the martensitic phase transformation under
various loading rates is compared to experimental results to show qualitative and
quantitative accuracy of such approach. Extension to large strain problems is real-
ized using the logarithmic strain. Simulation of the chosen examples from literature,
the functionality and accuracy of the presented approach is verified.
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са ДААД. Конкретни резултати представљени у дисертациjи су резултат ак-
туелних проjеката "Развоj софтвера за решавање спрегнутих мултифизичких
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jеднички проведеном времену и дружењу.

На краjу, бих истакао наjвећу захвалност своjим наjближима, прецима и
потомцима, на безрезервноj подршци, љубави и знању током живота и рада.

Владимир Дунић
У Крагуjевцу,
Март 2015.
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Pint унутрашњи механички рад

Q топлотни рад

S ентропиjа коjу поседуjе континуум коjи обухвата одређен регион

U унутрашња енергиjа

ν Поасонов коефициjент

ω угаона брзина

S ефективни напон
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C
E еластични десни Коши-Гринов тензор деформациjе

G метрички тензор у међуконфигурациjи

H
E десна еластична Хенкиjева релативна деформациjа

b
IN нееластични леви Коши-Гринов тензор деформациjе

h
IN лева нееластична Хенкиjева релативна деформациjа

etr ефективна деформациjа трансформациjе

ρ густина

σm средњи напон

h̃ Кошиjев флукс ентропиjе

Q̃ брзина промене улазне ентропиjе

r̃ извор ентропиjе по jединици времена и текућоj запремини

ξ удео мартензита у запремини

bk главна издужења левог Коши-Гриновог тензора релативне деформациjе

ck главна издужења десног Коши-Гриновог тензора релативне деформациjе

cm модул стишљивости

c ефективна специфична топлота

dX линиjски елемент у референтноj конфигурациjи

dx линиjски елемент у текућоj конфигурациjи

ds инфинитезимални елемент површине

f(ξ) функциjа оjачања

g Гипсова слободна енергиjа

hI тежинске функциjе

hJ интерполационе функциjе

h енталпиjа
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qS улазни топлотни флукс на делу површи

qc флукс конвекциjе

qn укупан топлотни флукс на ограниченоj површини

qr флукс радиjациjе

qdis елементарна енергиjа дисипациjе

q топлотни извор

s0 ефективна специфична ентропиjа

s ентропиjа по jединичноj текућоj запремини

u0 ефективна специфична унутрашња енергиjа

u специфична унутрашња енергиjа

v запремина у текућоj конфигурациjи

wint унутрашњи механички рад у jедници времена по jединици запремине

n спољна нормала на инфинитезимални елемент површине ds

Dint дисипациjа унутрашње енергиjе

ψ Хелмхолцова слободна енергиjа

em средња деформациjа

eth термичка деформациjа



Глава 1

Увод

1.1 Мотивациjа, циљ и структура

Током последњих неколико децениjа, легуре са своjством памћења облика
(енг. Shape Memory Alloys) (SMA) су постале фасцинираjући материjали за
истраживаче и инжењере [1]. Разлог за то jе могућност коришћења напред-
них особина и ефеката у индустриjскоj примени и различитим инжењерским
решењима [2]. Да би се испитало понашање таквих материjала, веома jе ва-
жно разумети механизам коjим се феноменолошки ефекти jављаjу у SMA. У
зависности од експлоатационе температуре SMA, могући ефекти се могу разли-
ковати за исти материjал. То чини ове легуре мултифункционалним и веома
осетљивим на температурне промене. Феноменолошки ефекти код SMA, тер-
момеханичко понашање, особине и примери примене су дискутовани детаљно у
литератури [3].

Уколико су карактеристике материjала познате, њихова термичка осетљи-
вост се може користити као предност применом ефекта памћења облика на
одговараjући начин [1,2]. Из експерименталних истраживања се дошло до пуно
детаља о понашању SMA, али коректна нумеричка анализа jе увек корисна,
због резултата коjима се могу предвидети експлоатациони проблеми и могућа
штета. Понашање SMA jе последица комплексног термо-механичког стања, што
разматрање конститутивног модела чини великим изазовом.

Последњих децениjа, истраживачи широм света се баве унапређењем ек-
сперименталних и нумеричких поступака истраживања SMA са идеjом да се
обезбеде поузданиjи подаци за тачну симулациjу понашања те врсте матери-
jала. У складу са тим, ова теза се бави управо унапређењем и имплемента-
циjом термо-механичког конститутивног модела за нумеричку анализу SMA и

25
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његовом успешном применом.
Структура тезе jе дата у наставку:
У Гл. 1 jе дат увод у форми сажетог описа SMA особина и ефеката описаних

диjаграмима и сликама. Феноменолошки ефекти, термо-механичко понашање,
особине и примена SMA су детаљно размотрени.

У Гл. 2, разматран jе преглед постоjећих конститутивних модела. Такође
jе дата анализа и поређење детаља о могућим приступима SMA моделирању и
постоjећих нумеричких поступака. Посебно jе размотрен случаj експериментал-
ног термо-механичког истраживања и постоjећих конститутивних модела коjи
могу да симулираjу SMA феномене. Прегледом претходних радова су поста-
вљени захтеви и даљи правци истраживања.

У Гл. 3 су дати детаљи конститутивног модела за SMA. Изводи из механике
континуума и изложени термодинамички принципи пружаjу основу за тачну
формулациjу функциjе слободне енергиjе. Изложени су детаљи коjима се дефи-
нишу различите мере деформациjа и одговараjућих конjугованих мера напона
за теориjу великих деформациjа, како би се обезбедило проширење алгоритма
за мале деформациjе и омогућило решавање проблема великих деформациjа.

Гл. 4 се бави имплементациjом поступка за интеграциjу напона. Предста-
вљени су детаљи имплементациjе дате теориjе у програм за структурну анализу
заснован на методи коначних елемената (МКЕ).

У Гл. 5 jе дат алгоритам са детаљима имплементациjе за партиционисано
термо-механичко спрезање МКЕ програма за структурну анализу и провођење
топлоте.

У Гл. 6 jе приказана верификациjа алгоритма спрезања, поређењем ну-
меричке симулациjе са резултатима добиjеним експерименталним тестирањем
SMA узорака. Приказане су криве зависности напона и промене температуре у
функциjи релативне деформациjе за различите брзине напона и деформациjа.
Тестови су изведени контролисањем задате силе или померања што условљава
разлике у понашању SMA коjе су анализиране у овоj глави.

У Гл. 7 су приказани верификациони примери коjима се испитуjе тачност
имплементираног поступак интеграциjе напона. За примере jедноосног зате-
зања jе дато поређење добиjених резултата са резултатима из литературе. У
наставку jе кроз неколико примера вишеосног оптерећења извршено даље испи-
тивање функционалности представљене процедуре. Успешна примена импле-
ментиране теориjе jе коначно представљена на примерима одабраних реалних
SMA проблема.

У Гл. 8 су приказана запажања и закључци добиjени током истраживања.



ГЛАВА 1. УВОД 27

Такође су дати и даљи могући правци истраживања и тренутни изазови у овоj
области.

1.2 О особинама, експерименталном испитивању

и моделирању материjала са своjством

памћења облика

Због веома напредних особина, SMA припадаjу специфичноj групи мулти-
функционалних или "паметних" материjала са одређеним захтевима, функци-
jама и ограничењима. Нпр. SMA имаjу способност да "запамте" и поврате
првобитни облик и геометриjу када се материjал налази на одређеноj темпе-
ратури. Поред тога, максимална нееластична деформациjа забележена током
коришћења зависи од врсте SMA и може бити и до 10%. Способност сензитивно-
сти (претварање механичког сигнала у немеханички) и актуациjе (претварање
немеханичког сигнала у механички) и могућност коришћења ових особина си-
мултано, сврстава овакве материjале у специjалну подгрупу активних или од-
зивних (енг. responsive) материjала [3].

Током истраживања структурних фаза челика, забележено jе постоjање не-
колико могућих фаза, као нпр. аустенит и мартензит. Мартензитна фаза jе
добила име у част немачког металурга Адолфа Мартенса (Adolf Martens) (1850-
1914), коjи се бавио истраживањем промене фаза у челику [1, 4]. Мартензитна
трансформациjа jе дефинисана као фазна трансформациjа коjа се дешава услед
померања атома у форми механизима клизања (енг. shear mechanism) [4] без
дифузионог премештања атома [5]. У почетку jе мартензитна трансформациjа
у челику посматрана као неповратна. Буелер (Buehler) и остали су у раду [6] из
1963. године, истраживали реверзибилност мартензитне трансформациjе у ле-
гури никла и титаниjума (NiTi) и њен утицаj на механичка своjства легуре. Они
су закључили да су главни разлози коjи управљаjу фазном трансформациjом
"састав легуре, температура и облик пластичне деформациjе". Истраживање
jе спроведено у Лабораториjи поморских убоjних направа (енг. Naval Ordnance
Laboratory) (NOL), тако да jе NiTi легура добила име нитинол (NiTiNOL) у ту
част. Неколико година касниjе, Буелер и Ваjли (Wiley) су награђени патентном
за развоj сериjе NiTi легура [7].

Током даљег истраживања, такође се дошло и до следећих закључака [1–3,
6, 7]:

• NiTi легура садржи 49–57% никла (Ni) и идеалан састав нитинола може
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варирати од 38% до 50% титаниjума (Ti),

• легираjући елементи као што су кобалт (Co) или гвожђе (Fe) додати у
NiTi смањуjу температуру на коjоj долази до трансформациjе,

• постоjе високо температурни SMA (TiPd, TiPt, TiAu) са температурама
трансформациjе изнад 100 0C,

• бакар (Cu) као легираjући елемент чини хистерезис стрмиjим.

Слика 1.1: Шема фазног диjаграма у зависности напона и температуре за SMA:
Ms - мартензитна почетна, Mf - мартензитна краjња, As - аустенитна почетна,
Af - аустенитна краjња [3]

Концентрациjа фаза jе важан фактор у понашању легура (Сл. 1.1). Однос
фаза може бити контролисан различитим спољним факторима коjи се могу опи-
сати променљивим као што су: напон, температура, концентрациjа, магнетно
поље, итд. У том смислу, SMA се могу наћи у две могуће фазе са различитим
кристалним решеткама: аустенит (A) и мартензит (M). Аустенит jе фаза коjа
се jавља на високим температурама, док мартензит припада фази на ниским
температурама. Трансформациjа међу фазама се дешава услед дисторзиjе ре-
шетке клизањем (енг. shear lattice distortion) тj. "хомогеног клизања суседних
равни jедних у односу на друге и одговараjуће промене удаљености између тих
равни" [5]. Правац ориjентациjе се зове вариjанта (енг. variant). Мартензитне
вариjанте могу бити организоване као удвоjени (енг. twinned) (комбинациjа



ГЛАВА 1. УВОД 29

Слика 1.2: Фазна трансформациjа код SMA изазвана променом температуре [3]

мартензитних вариjанти) и неудвоjени (енг. detwinned) мартензит (одређена
вариjанта jе доминантна) [3].

Промена температуре SMA може изазвати мартензитну трансформациjу
кристалне решетке (Сл. 1.2). Па тако, хлађење материjала може изазвати
трансформациjу унапред, коjа подразумева промену кристалне решетке из ау-
стенита у удвоjени мартензит. Супротно, загревањем материjала изазива се
мартензитна трансформациjа уназад из мартензита у аустенит. Температура
почетка и завршетка трансформациjе jе веома важна за процес мартензитне
трансформациjе. Мартензитна и аустенитна температура су обележене са M и
A, док су почетна и краjња тачка дефинисане, редом индексима "s" и "f" (од
енг. start и finish). Током оба смера трансформациjе, jављаjу се две карактери-
стичне температуре и то, када jе трансформациjа започета и када jе завршена
(мартензитна почетна Ms и краjња Mf и аустенитна почетна As и краjња Af
температура) [3].

Промена кристалне решетке jе такође могућа и услед механичког оптере-
ћења. Уколико jе задато оптерећење на нискоj температури (удвоjени мартен-
зит), неке вариjанте могу да се реориjентишу и изгубе удвоjени изглед, што
узрокуjе промену облика материjала (Сл. 1.3). Загревањем изнад аустенитне
краjње температуре Af , долази до фазне трансформациjе уназад и кристална
решетка се трансформише из неудвоjеног мартензита у аустенит (Сл. 1.3). На-
кон хлађења испод мартензитне краjње температуре Mf , удвоjени мартензит
се поново формира. Оваj ефекат jе познат као ефекат памћења облика (енг.
Shape Memory Effect) (SME) или псеудопластичност (Сл. 1.4). Уколико jе тем-
пература материjала изнад аустенитне краjње температуре Af , оптерећење иза-
зива трансформациjу у неудвоjени мартензит из стабилног аустенита, коjи по-
стоjи на тоj температури. Након растерећења, структура кристалне решетке се
враћа у фазу аустенита (Сл. 1.5). Оваj ефекат jе познат као псеудоеластичност
(ПЕ) [1–3].

Кристална структура аустенита jе кубни кристал B2, док мартензит може
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Слика 1.3: Шема ефекта памћења облика код SMA [3]

Слика 1.4: Криве зависности напон-деформациjа-температура за SME [3]

имати различитe структурe што зависи од легираjућих елемената. У NiTi ле-
гурама, мартензитна фаза jе моноклиничне структуре B19′. Директна транс-
формациjа B2 → B19′ ниjе тако честа, због постоjања мартензитне R-фазе
(B2 → R → B19′). Нпр., додавањем бакра (Cu) или паладиjума (Pd), мартен-
зит може настати у форми орторомбичне структуре B19 или R-фазе [3, 4].

Диференциjална скенираjућа калориметриjа (енг. Differential Scanning Calorimetry)
(DSC) jе техника чиjим jе коришћењем могуће одредити мартензитну (почетну
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Слика 1.5: Шема псеудоеластичног оптерећења код SMA [3]

Слика 1.6: DSC криве добиjене за два комплетна циклуса греjања и хла-
ђења SMA (захвалност Данути Штроц (енг. Danuta Stroz, University of Silesia,
Poland)) [8]

и краjњу) температуру за трансформациjу унапред и уназад приликом загре-
вања и хлађења материjала. Као што се може запазити на Сл. 1.6, крива хла-
ђења приказуjе да почетак R-фазе почиње на ≈ 283 K тj. само jедан шири скок
jе видљив на кривоj [8].

Мартензитна трансформациjа се одвиjа померањем атома (клизање решетке)
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Слика 1.7: Шема интерфеjса између фазе аустенита и мартензита [3]

дуж одређене равни коjа се зове основна (енг. habit) раван или инвариjантна
раван кристала, коjа формира интерфеjс између мартензита и аустенита [3, 9].
Постоjе два модела поjаве мартензита у решеткама: клизање (енг. slip) и удва-
jање (енг. twinning). У SMA, удваjање jе чешћи механизам. Детаљи су прика-
зани на Сл. 1.7.

Такође, као што су разматрали Шав (Shaw) и Кириакидес (Kyriakides) и
Халаи (Hallai) и Кириакидес у [10, 11], мартензитна трансформациjа уназад
и унапред се не одвиjа хомогено у испитиваном узроку. Трансформациjа се
одвиjа нуклеациjом и пропагациjом фронтова услед егзотермне природе транс-
формациjе из аустенита у мартензит и ендотермне природе трансформациjе из
мартензита у аустенит. Ови фронтови у облику трака су слични онима коjи
се jављаjу у меким челицима и зову се "Лудерсове траке" (енг. Lüders bands).
Пиечиска (Pieczyska) и остали су инфрацрвеном камером забележили поjаву
трансформационих трака коjе прате деформисање TiNi SMA у режиму псеу-
доеластичности [8, 12–14]. Такође су, Пиечиска и остали [15] истраживали и
температурну разлику између трака и остатка материjала што jе приказано на
Сл. 1.8.

Експерименталне резултате TiNi SMA узорака, испитиваних на затезање
у [8] jе проширио Дунић и остали [16] нумеричким моделирањем. Комплексно
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Слика 1.8: Температурно поље на површини SMA узорка и профил температуре
дуж линиjе (дужине узорка) на почетку локализоване мартензитне трансфор-
мациjе [15]

истраживање SMA подвргнутих различитим оптерећењима jе приказао Тобуши
(Tobushi) и остали у књизи [17]. Псеудоеластично понашање феромагнетних
SMA монокристала подвргнутих циклусу притисног оптерећења и растерећења
jе презентовала Пиечиска у [18].

1.3 Примена SMA

Као активни материjали, SMA привлаче пажњу инжењерима и научницима
у различитим областима. Могућност конверзиjе термалне енергиjе у механички
рад, поузданост и мултифункционалност SMA, омогућаваjу примену таквих ма-
териjала у реалним инжењерским решењима. SMA су веома занимљиви у инду-
стриjи космичких летилица, авионскоj, грађевини, медицинскоj и транспортноj
индустриjи, као и наутичкоj и нафтноj индустриjи. SMA се такође могу наћи
и у кућним апаратима у свакодневноj употреби као нпр. апарати за кафу и
припрему пиринча, клима уређаjи, слушалице, флексибилне наочаре итд., али
свакако наjпопуларниjа примена jе у различитим биомедицинским уређаjима.

Иако су NiTi легуре наjскупље и наjтеже их jе произвести, и даље су наjпопу-
ларниjи и наjистраживаниjи SMA, због наjбољих особина као што су: изражена
псеудоеластичност и SME, већа стабилност у цикличним оптерећењима, већа jа-



ГЛАВА 1. УВОД 34

чина и жилавост, електро-осетљивост, отпорност на корозиjу и наjважниjа од
свих за биомедицинску примену - добра биокомпатибилност. Ипак, присуство
никла (Ni) и могућност његовог отпуштања jе по тврдњи неких лекара ипак ри-
зично, jер може бити токсично, канцерогено и лоше утицати на имунитет [19].
Али, након броjних истраживања утврђено jе да су NiTi легуре изузетно от-
порне на корозиjу па jе и боjазан од коришћења неоснована, jер Ti оксидише
много брже од Ni што ствара TiO2 оксидни филм коjи спречава отпуштање Ni.
Уколико су ипак услови експлоатациjе екстремни (као нпр. у људском орга-
низму), тада се користе специjалне технике површинске заштите као додатна
сигурност [19].

Додавањем различитих легираjућих елемената у NiTi (Cu, Co, Fe, Nb, Mo),
добиjена jе сериjа SMA са побољшаним хистерезисом, отпорношћу на корозиjу,
трансформационим температурама и понашању код замора [20].

Различита SMA понашања се могу сврстати у две групе: примарни и се-
кундарни ефекти. Неки од ових ефеката се могу користити за примену SMA.
Примарни ефекти су [20]:

• Ефекат памћења облика и

• Псеудоеластичност.

Секундарни ефекти такође могу бити од значаjа у практичноj примени:

• Асиметриjа код затезања - притисак,

• Стварање заосталих напона,

• Велики пригушни капацитет (нпр. могућност да расипа енергиjу вибра-
циjа код динамичких конструкциjа),

• Капацитет вршења рада.

1.3.1 Медицинска примена

Наjчешћа комерциjална примена SMA jе у биомедицини коришћењем псе-
удоеластичног ефекта. Биокомпатибилност коjа се постиже третирањем повр-
шине SMA базираних на NiTi и добре карактеристике даjу предност код биоме-
дицинске примене (ортодонтална примена, кардиоваскуларна примена, ортопе-
диjа, хируршки инструменти итд.) [20].
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Ортодонтална примена

Прва примена NiTi у медицинске сврхе, jош 1971 године [19], jе у производњи
ортодонталних протеза (Сл. 1.9). Направљене од NiTi, коришћене су као много
ефикасниjе и ефективниjе решење за корекциjу положаjа зуба у вилици. Главна
предност у односу на челичне протезе jе могућност да се нитинол користи у
зони мартензитне трансформациjе, где су промене напона занемариве у односу
на велике промене деформациjа. То омогућава да се малом силом коригуjе по-
ложаj зуба током дужег периода без додатног подешавања протезе. Заправо,
због скоро константне температуре у устима, могуће jе остварити константу
силу за велике деформациjе. Поред нитионола, друге врсте SMA такође могу
произвести одговараjућу силу за различите примене [3,20]. Примена SMA, омо-
гућава да се протеза подешава неколико пута годишње у односу на потребу за
подешавањем челичних протеза на сваке 3-4 недеље [19].

Слика 1.9: Протеза од нитинола коришћена за корекциjу положаjа зуба

Слика 1.10: Шема NiTi бушилице коjа се користи за хирургиjу корена зуба [3].

Поред тога, у ортодонталноj примени, SMA такође налази примену за буши-
лице коjе се користе у хирургиjи корена зуба Сл. 1.10 и за импланте Сл. 1.11 [19].
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Слика 1.11: Перидонтални имплант од SMA [19]

Ортпедска примена

Да би се обезбедило ефикасно спаjање поломљених делова костиjу, наjва-
жниjе jе обезбедити стабилно фиксирање и одговараjући притисак између де-
лова костиjу. Због тога се користе фиксатори коjи оjачаваjу кост и одржаваjу
правилно налегање током периода оздрављења. Поред тога, фиксирање треба
да буде неинвазивно, биокомпатибилно и треба да обезбеди биолошки одговара-
jући притисак за оптимално оздрављење. SMA могу да задовоље све наведене
услове на ефикасан начин па се примењуjу у различитим вариjантама споjница,
фиксатора, импланата, корекционих штапова Сл. 1.12, итд.

Кардиоваскуларна примена

Кардиоваскуларна примена SMA je од велике важности због смањене ива-
зивности и због све већег броjа кардиоваскуларних проблема (атеросклероза,
хипертензиjа, коронарне болести срца, инфаркт) са смртним исходом [21]. Кар-
диоваскуларни уређаjи се деле у три могуће групе [21]: (1) катетери и жице-
водилице, (2) емболички филтери и (3) стентови.

Наjпознатиjа кардиоваскуларна примена (Сл. 1.13) jе самоекспандуjући NiTi
стент. Његов задатак jе да одржи константним обим цевастих крвних судова
у телу. Када се стентови израђуjу од нерђаjућег челика, постоjи могућност
оштећења крвног суда након уградње због већих вредности сила коjе се jављаjу
том приликом. Са друге стране, NiTi стент jе самоекспандуjући, тако да након
уградње, температура прелази Af и стент експандира у своj првобитни већи
пречник. Оно што jе такође важно, сила ниjе велика, jер се експлоатациjа
врши коришћењем ефекта псеудоеластичности, тако да се зидови крвног суда
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Слика 1.12: Интрамедуларни NiTi штап за хирургиjу скочног зглоба [19]

лагано помераjу [20].
Веома важна особина код стентова jе њихов животни век у условима замора

коjи jе у овом случаjу изазван пулсирањем крви и свакодневним активностима.
Заправо, стент може достићи и до 40 милиона циклуса оптерећења и расте-
рећења годишње, тако да jе животни век стента у условима замора њихова
наjбитниjа карактеристика [19].

Друга медицинска примена

Поред ових веома популарних примена SMA, у медицини се такође ови ма-
териjали примењуjу у [19]:

• Хирургиjи - уређаjи коjи се користе приликом хируршких интервенциjа
захтеваjу савитљивост и могућност задавања константе силе за велике
промене деформациjа (нпр. уређаjи за лапроскопиjу, операциjу стопала
Сл. 1.14)
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Слика 1.13: Самоекспандираjући стент од нитинола приказан у растерећеноj
конфигурациjи (изнад) и ограниченом стању (испод) [3, 20]

• Колоректална хирургиjа - за експанзиjу шупљина, за бешавно спаjање
(ColonRing) [19]

• Отоларингологиjи - протеза за "узенгиjу" у човековом уху,

• Неурохирургиjи - стентови, калемови, жице-водилице,

• Офталмологиjи - флексибилне наочаре,

• Урологиjи - уретрални стентови и стентови за простату Сл. 1.15,

• Гинекологиjи - импланти за контролу рађања, уређаj за локациjу тумора,

• Физиотерапиjи - за побуду атрофираних мишића коришћењем рукавице
са TiNi жицама.

Пример спаjалице костиjу jе интересантан у хирургиjи, за спаjање костиjу
након операциjе скраћивања костиjу. Приликом скраћивања се кост дели на
делиће коjе jе након тога потребно споjити како би срасли [22]. Функциони-
сање jе приказано на Сл. 1.14. Као што се може видети, прво се спаjалица
хлади испод мартензитне краjње температуре Mf , након чега се она отвара ме-
ханички савиjањем краjева до жељеног положаjа [22]. Након загревања изнад
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Слика 1.14: Спаjалица коjа се користи приликом операциjе стопала за фикси-
рање кости [22]

аустенитне краjње температуре Af , спаjалица се враћа у почетни облик уколико
не постоjи препрека за то. Стављањем дела кости између краjева, долази до
његовог прихватања [22].

Слика 1.15: Уретрални стент (a) Слика стента направљеног од Нитинола са
полимерном превлаком. (b) Репрезентациjа имплантираног уретралног стента
(Allium Medical Ltd., Caesarea Industrial Park South, Israel) [19]

1.3.2 Техничка примена

Поред веома популарне медицинске примене, SMA су постали веома инте-
ресантни за коришћење у многим другим областима. Броj комерциjалних при-
мена се увећава сваке године са наjвећим уделом тржишта на актуаторима и
моторима [23]. Тржиште "паметних материjала" се сваке године увећава за по
12.8% у периоду 2011.-2016. година [23].
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Jедна од првих примена SMA jе за спаjање цеви [24]. Предност оваквих
конектора jе издржљивост, лакоћа инсталациjе, тежина уређаjа за спаjање и
могућност спаjања различитих материjала [24]. Начин спаjања jе jедноставан
(Сл. 1.16): конектори су произведени у аустенитноj фази и унутрашња величина
конектора jе мања од делова коjи треба да буду споjени. Тада се конектор хлади
на температуру испод аустенитне почетне. У овом опсегу температуре, мартен-
зитна трансформациjа се може изазвати механичким деjством. Након расте-
рећења, на конектору се задржаваjу нееластичне деформациjе. Сада се може
извршити спаjање (Сл. 1.16(a)) и након загревања изнад аустенитне краjње
температуре долази до остваривања чврсте везе (Сл. 1.16(b)). Jедна од наjпо-
знатиjих компаниjа коjе производе овакве конекторе jе Аерофит у САД (енг.
Aerofit Inc.) [25].

(a)

(b)

Слика 1.16: Шема функционисања SMA конектора за спаjање цеви [25]

У последње време, примена SMA jе проширена на jош jедну важну инте-
ресну сферу - управљање грађевинским обjектима [26]. Оваква примена би
требало да унапреди одзив грађевине на спољни поремећаj као и неочекивано
оптерећење коjе угрожава безбедност конструкциjе. Главне жељене функцио-
налне особине су актуациjа и сензитивност, дисипациjа енергиjе, самоподеша-
вање, оздрављење конструкциjа итд. [23]. Оваква унапређења су неопходна за
продужење употребљивости и века траjања конструкциjе, као и за контролу
конструкциjа у случаjу земљотреса. Као што тврди Сонг (Song) и остали у [26],
управљање грађевинама може бити активно, пасивно и полуактивно у облику
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актуатора, дисипатора пасивне енергиjе и пригушивача за контролу грађевина.

Активна и полуактивна контрола конструкциjа

За активну контролу грађевина, неопходна jе примена силе на контролисану
конструкциjу. Полуактивни системи су слични активним, али користе мање
енергиjе за контролу конструкциjе. SME jе користан у примени SMA у форми
активних и полуактивних актуатора у грађевинарству.

(a) Велика пукотина у току оптерећења

(b) Затварање пукотине након растерећења

Слика 1.17: Бетонска греда оjачана супереластичним затегнутим кабловима
методом накнадног затезања [26]

Самоопорављање грађевина (Сл. 1.17) коришћењем нискотемпературних SMA
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jе пример активне контроле конструкциjа. Пример полуактивне контроле jе
подешавање сопствене учесталости грађевине коришћењем SMA жица за при-
гушење вибрациjа [26].

Пасивна контрола конструкциjа

Пасивна контрола одзивом SMA система jе потребна када спољашње силе
узрокуjу померање конструкциjе. Пасивна контрола конструкциjе jе заснована
на великом капацитету пригушења код SMA. Преглед истраживања своjстава
пригушења код SMA и зависност капацитета пригушења од температуре, уче-
сталости оптерећења и броjа циклуса jе дата у [26]. SMA уређаjи за пасивну
контролу могу бити подешени на ниже температуре (мартензитни SMA) што
даjе SME и више температуре (аустенитни SMA) са псеудоеластичним своj-
ствима. Мартензитини SMA има већи капацитет пригушења, али спољашња
топлота jе неопходна за повратак инициjалног облика. Аустенитни SMA има
мањи капацитет пригушења, али jе jача сила неопходна за повратак на почетно
стање. Ово сврстава SMA пасивне контролере у две групе: системи изолациjе
тла и системи дисипациjе енергиjе.

Слика 1.18: Четири кабла од 45 m у ELSA (European Laboratory for Structural
Assessment). (A) кабал; (B) SMA пригушивач; (C) акцелерометар за истражи-
вања [23,27]

Примери изолационог система тла коjе су дали Сонг и остали [26] су: стубови
за мостове на аутопуту, жичани уређаjи за рецентрирање грађевина, системи
изолациjе опругом, тетивни изолациони системи за конструкциjе са више сте-
пени слободе. У истом раду, Сонг и остали [26] су дали примере система енергиjе
дисипациjе: потпоре за оквирне конструкциjе, пригушни елементи Сл. 1.18 за
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висеће мостове или просто-носеће мостове и структурно оjачање за прилагођа-
вање земљотресу.



Глава 2

Преглед и анализа постоjећих
приступа моделирању материjала
са своjством памћења облика

У данашње време, новац и време су недостаjући ресурси, па jе неопходно
предвидети понашање материjала да би се оптимизовала њихова функционал-
ност и поузданост. Комплексност термомеханичког одзива и термичка осетљи-
вост SMA чине истраживање веома захтевним. Због жеље за што тачниjим
предвиђањем понашања материjала, настао jе велики броj конститутивних мо-
дела. У овом поглављу jе презентован преглед постоjећих модела и приступа.

2.1 Приступи моделирању SMA

У зависности од нивоа истраживања, разликуjемо три главне групе SMA
конститутивних модела [28,29]: микромеханички, микро-макромеханички и ма-
кромеханички (феноменолошки) модели.

Микромеханички или микро- модели захтеваjу истраживање микрострук-
туре SMA на нивоу зрна (стварање, кретање интерфеjса, удваjање итд.). Реги-
они или зрна мартензита се моделираjу као jединствени поддомени. То узрокуjе
постоjање великог броjа унутрашњих променљивих што отежава инжењерску
примену, али основни феномени понашања материjала су много jасниjи.

Феноменолошки или макро- модели могу да симулираjу понашање матери-
jала на макро нивоу [30]. Такви конститутивни модели су засновани на експе-
рименталним резултатима. Конститутивни закони уз помоћ феноменолошке
термодинамике континуума са унутрашњим променљивим, могу успешно опи-

44
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сати понашање материjала. Уобичаjено се као унутрашња променљива користи
тзв. удео мартензита у запремини. Овакви модели су много jедноставниjи за
уградњу и примену, али jе теже разматрати микроскопске детаље.

Микро-макро модели су комбинациjа микро- и макро- модела. Засновани на
моделирању jедног зрна, хомогенизациjом као неопходним решењем за лакшу
уградњу, њиховом применом jе могуће предвидети понашање материjала на
макро нивоу. Термодинамички закони се примењуjу ради предвиђања мартен-
зитне трансформациjе. Понашање микроструктуре се користи за опис енергиjе
међудеjства услед фазне трансформациjе. Ово представља предност, али неке
потешкоће су и даље присутне због великог броjа унутрашњих променљивих.

2.2 Преглед постоjећих SMA модела

Због жеље да се у овом истраживању симулира макро (феноменолошко)
понашање SMA, као одговараjући приступ за нумеричку имплементациjу и
примену на реалним проблемима, изабран jе макро (феноменолошки) приступ.
Због тога ће главни осврт на постоjеће SMA конститутивне моделе бити везан за
макро моделе, иако ће неколико микро и микро-макро модела бити споменуто.

Макро (феноменолошки) SMA модели могу бити сврстани у две групе [20]:
модели са и без унутрашњих променљивих. Модели без унутрашњих промен-
љивих су описани деформациjом, напоном, температуром и ентропиjом без про-
менљивих коjи дефинишу мешавину фаза. Постоjе два типа оваквих модела:
полиномски потенциjал и хистерезисни модели [20]. Модели са унутрашњим
променљивим могу описати унутрашњу структуру материjала. Конститутивне
jедначине могу бити изведене да зависе од унутрашњих променљивих и скупа
механичких (напон и деформациjа) и термичких (температура и ентропиjа)
променљивих. У овом раду, коришћена jе термодинамика континуума са уну-
трашњим променљивим као одговараjуће решење за тродимензионалне SMA
конститутивне jедначине.

Модели са унутрашњим променљивим засновани на термодинамици
континуума

Многи истраживачи широм света раде на развоjу SMA конститутивних мо-
дела. Наjпопуларниjи задаци су свакако: оjачање током трансформациjе, аси-
метрични одзив на затезање и притисак, моделирање мартензитног удваjања,
двосмерни SME, ефекат реориjентациjе, акумулациjа пластичних деформациjа
током цикличног оптерећења и утицаj термо-механичког спрезања [3].
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Иако су jеднодимензионални модели и даље веома интересантни за при-
мену на SMA жицама, комплексне геометриjе као нпр. стентови и индустриjска
примена SMA мотивишу развоj тродимензионалних феноменолошких модела.
Jедан од првих модела су представили Лианг (Liang) и Рогерс (Rogers) 1992.
године [31]. То jе био термомеханички модел заснован на микро- и макро- ме-
ханици и jедноj унутрашњоj променљивоj: удео мартензита у запремини. Као
верификациони пример, приказана jе торзиjа SMA штапа. Раниецки (Raniecki)
и Лекселент (Lexcellent) [32] су 1994. године представили модел коjи може да си-
мулира комплексна напонска стања. Модел jе заснован на анализи jедноосног
напонског стања. Комбинациjа термодинамичких закона и релациjа између
друге инвариjанте напона и девиjатора деформациjе jе коришћена за развоj
овог модела. Дата jе и функциjа слободне енергиjе за псеудоеластични мо-
дел за идеалном псеудоеластичношћу, са изотропним линеарним и нелинеарним
трансформационим оjачањима. Као проширење овог рада, Леклер (Leclercq) и
Лекселент [33] су 1996. године повећали броj унутрашњих променљивих да би
симулирали SMA понашање. Користили су два унутрашња параметра: запре-
мински удео самоприлагодљиве (чист термални ефекат) и ориjентисане (узроко-
ван напоном) фазе. Током исте године, Боjд (Boyd) и Лагоудас (Lagoudas) [34]
су представили термодинамички конститутивни модел за монолитне SMA. Упо-
требили су функциjу слободне енергиjе и дисипациони потенциjал модела ПЕ и
SME. Разматрали су три случаjа базирана на броjу унутрашњих променљивих
стања.

Током 1998. године, Раниецки и Лекселент [35] су наставили своjе истражи-
вање представљањем термодинамичке теориjе за псеудо-еластично понашање
SMA коjе узима у обзир асиметриjу на затезање и притисак. Током исте године
Соуза (Souza) и остали [36] су представили тродимензионалан феноменолошки
модел и описали понашање поликристалних солида под утицаjем напона. Тен-
зор деформациjе трансформациjе jе уведен да би се узела у обзир мартензитна
трансформациjа изазвана напоном.

Кидваи (Qidwai) и Лагоудас (2000) [37,38] су извели конститутивну релациjу
коришћењем Лагранжеове формулациjе. Они су истраживали различите функ-
циjе трансформациjе са идеjом да предложе наjпогодниjу. Нумеричка импле-
ментациjа SMA термомеханичког конститутивног модела jе дата коришћењем
алгоритама проjекциjе наjближе тачке (енг. closest point projection) и конвексне
равни сечења (енг. convex cutting plane) повратног пресликавања (енг. return
mapping) већ коришћених у пластичности. Током 2001, Аурицио (Auricchio) [39]
jе представио ефикасан и робустан алгоритам за тродимензионални SMA модел
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за велике деформациjе намењен анализи уређаjа базираних на SMA. Током исте
године, Тамбураjа (Thamburaja) и Ананд (Anand) [40] су истраживали псеудое-
ластично понашање SMA на затезање и торзиjу. Користили су поликристални
модел где jе сваки елемент, кристал са ориjентциjом, текстуром итд. "Макро-
скопски одзив напон-деформациjа су рачунати по запремини осредњеноj кроз
целу запремину."

Такође су Лекселент и остали [41] извели експериментална испитивања под
утицаjем двоаксиjалног пропорционалног оптерећења на CuZnAl и CuAlBe ле-
гурама са циљем да одреде почетну површ фазне трансформациjе. Аурицио и
Петрини (Petrini) су 2002. [42] и 2004. [43,44] наставили истраживање са циљем
да опишу асиметрично понашање SMA и ефекат термо-механичког спрезања.
У радовима обjављеним 2002. године разматрали су тродимензионални модел
коjе jе представио Соуза и остали [36] и сугерисали су унапређења неопходна
за развоj и имплементациjу алгоритма у МКЕ окружењу. Током 2004. године
су представили модел коjи може да разматра термо-механичко спрезање да би
симулирали такве проблеме. Између ова два рада 2003. године, Хелм (Helm)
и Хаупт (Haupt) [45] су развили феноменолошки модел са могућношћу да си-
мулира понашање под утицаjем вишеосног напрезања SMA са jедносмерним и
двосмерним SME, псеудоеластичношћу и псеудопластичним понашањем. Мо-
дел jе заснован на функциjи слободне енергиjе и jедначинама са унутрашњим
променљивим. Током 2007. године, Попов (Popov) и Лагоудас [46] су предста-
вили поликристалан тродимензионалан SMA модел заснован на модификова-
ним фазним диjаграмима. За симулациjу мартензитне трансформациjе, модел
користи три унутрашње променљиве и удваjање што га чини погодним за ну-
меричку анализу комплексних термомеханичких проблема. Панико (Panico) и
Бринсон (Brinson) су 2007. године [9] обjавили макроскопски феноменолошки
модел коjи може да симулира ефекте вишеосног и непропорционалног оптере-
ћења уз развоj удвоjеног и неудвоjеног мартензита. Нееластична деформациjа
jе подељена на два дела: коjа потиче од стварања неудвоjеног мартензита и
реориjентациjе претходно постоjећих мартензитних вариjанти.

Заки (Zaki) и Моумни (Moumni) (2007) [47] су користили две унутрашње
променљиве: удео мартензита у запремини и тензор мартензитне ориjентациjе
деформациjе, да би узели у обзир самоприлагођавање, ориjентациjу и реори-
jентациjу мартензита са jедносмерним SME и псеудоеластичношћу. Такође су
приказали и поступак за идентификациjу материjалних параметара да би по-
редили нумеричке и експерименталне резултате.

Резе (Reese) и Крист (Christ) [48] су током 2008. године представили нови
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феноменолошки конститутивни модел са проширењем могућност решавања про-
блема великих деформациjа. Разлог су повећани захтеви за симулирање NiTi
стентова. Годину дана касниjе у раду [22], они су такође представили спрегнут
термомехнички материjални модел за SMA. Релациjе су приказане за случаj
великих деформациjа. Коришћена jе мултипликативна декомпозициjа гради-
jента деформациjе. Термомеханичко спрезање jе реализовано у монолитном
приступу.

Тамбураjа jе 2010. године [49] представио спрегнут термо-механички поли-
кристалан SMA конститутивни модел за проблеме великих деформациjа. Мо-
дел jе имао могућност да симулира понашање SMA под вишеосним условима
оптерећења. Аргхавани (Arghavani) и остали [50] су представили феноменоло-
шки конститутивни модел за SMA, заснован на неповратности термодинамике и
унутрашњим променљивима: количина мартензита и правац инвариjанти. Ко-
ришћењем ових променљивих може се прецизниjе симулирати понашање под
вишеосним непропорционалним оптерећењем. Касниjе у раду [51], Аргхавани
и остали су проширили модел за мале деформациjе коjи су дали Панико и
Бринсон [9] да би решили проблеме великих деформациjа коришћењем мулти-
пликативне декомпозициjе градиjента деформациjе и адитивне декомпозициjе
тензора брзине нееластичне деформациjе. Током исте године, Хартл (Hartl)
и остали [52] су размотрили "стварање и развоj неповратних вископластичних
деформациjа у SMA материjалу". Постоjе ситуациjе када се такве деформациjе
jављаjу на високим температурама. Они су такође дали конститутивни модел
коjи узима у обзир такво понашање.

Током 2012. Лагоудас и остали [28] су обjавили рад на тему термомеханич-
ког SMA конститутивног модела. Унапређења у односу на рад Боjда и Лаго-
удаса [34] су глатка (енг. smooth) транзициjа и зависност од термодинамичке
силе на величину задате силе. У последње време, било jе неколико идеjа рефор-
мулациjе конститутивних модела за мале деформациjе да се омогући решавање
проблема великих деформациjа [53, 54]. Ступкиевиц (Stupkiewicz) и Петрик
(Petrik) [54] су представили псеудоеластични модел у SMA и дали су методоло-
гиjу за проширење модела за мале деформациjе на режим за велике деформа-
циjе. Користили су мултипликативну декомпозициjу градиjента деформациjе
и експоненциjално пресликавање логаритамске деформациjе трансформациjе.
Такође, Териахо (Teeriaho) [53] jе предложио сличну идеjу за Лагоудасову те-
ориjу [3]. Он jе користио Оjлерову (Euler) формулациjу засновану на брзини
деформациjе са адитивном декомпозициjом тензора брзине деформациjе.
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Утицаj брзине деформациjе на понашање SMA

Посебно ће бити дат преглед утицаjа брзине деформациjе на понашање SMA.
Пиечиска и остали [8, 13, 14] су запазили да jе понашање SMA различито за
различите брзине деформациjа. Одзив напон-деформациjа више оjачава и хи-
стерезисна петља jе све шира за веће брзине деформациjа. Да би симулирали
такво понашање, Мирзаеифар (Mirzaeifar) и остали [55] су користили експли-
цитну шему коначних разлика за испитивање одзива SMA на затезање, узима-
jући у обзир ефекат генерисања латентне топлоте коjа прати трансформациjу.
Разматрали су неколико студиjа случаjа са различитим геометриjама узорака,
брзина оптерећивања и растерећивања, као и граничних услова. Морин (Morin)
и остали [56] су испитивали зависност брзине деформациjа и SMA механичког
псеудоеластичног одзива коришћењем МКЕ, при чему су проучавали утицаj
брзине деформациjа и услове околине. Гранди (Grandi) и остали [57] извели су
више нумеричких тестова коjим су истраживали SMA механичко понашање под
различитим условима. Jанг (Yang) и Дуи (Dui) су такође испитивали [58] TiNi
легуре под оптерећењем затезањем. Пажња jе била усмерена на локализациjу
деформациjа и феномен пропагациjе. Поред тога, дискутована jе и зависност
хистерезиса напон-деформациjа од брзине деформациjе узимаjући у обзир про-
мену температуре у епрувети. Разматране су три врсте граничних услова на
краjевима тестираних епрувета.

Пиечиска и остали [8] су експериментално анализирали TiNi SMA на зате-
зање за различите брзине напона и деформациjе. Поjава и развоj мартензитне
трансформациjе узроковане напоном, jе испитивана на основу поља темпера-
туре на површини епрувете, мерене брзом и осетљивом инфрацрвеном каме-
ром. Детаљи о зависности напон-деформациjа су анализирани у зависности од
начина оптерећења. Стварање великог броjа финих трансформационих трака
jе посматрано у различитим фазама мартензитне трансформациjе унапред и
уназад. Даље су дискутовани остварени ефекти у вези са трансформациjом у
зависности од услова оптерећења.

Дунић и остали су истраживали [16] поређење експерименталних резултата
са резултатима добиjеним нумеричком симулациjом. Поређење jе вршено за
SMA тестове на затезање под различитим брзинама оптерећивања. Приказано
jе да се нумеричким МКЕ моделом може квантитативно и квалитативно опона-
шати експериментално испитивање, што показуjе тачност датог метода истра-
живања.
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2.3 Истраживачке теме и садржаj дисертациjе

Приказани истраживачи резултати и све већа потреба за симулациjом ком-
плексног термомеханичког одзива у реалним SMA проблемима, указуjу на не-
колико задатака важних за тачно и ефикасно нумеричко испитивање SMA по-
нашања.

Jедан од задатака ове тезе jе да се реформулише и нумерички имплементира
феноменолошки конститутивни модел за SMA коjе jе представио Лагоудас у [3].
У том смислу, модел коjи су развили и имплементирали Лагоудас и остали
[3,52] jе реформулисан извођењем свих променљивих као функциjе ефективних
вредности напона и деформациjе и унутрашњег параметра коjи описуjе удео
мартензита у запремини. Гипсова (Gibbs) слободна енергиjа jе коришћена као
термодинамички потенциjал.

Да би се успешно симулирало термомеханичко понашање SMA, коришћен jе
партиционисани приступ спрезања за повезивање програма за структурну ана-
лизу [59] и провођење топлоте [60]. Дисипативна енергиjа мартензитне фазне
трансформациjе jе искоришћена као променљива коjа изазива промену темпе-
ратуре материjала у форми унутрашњег топлотног извора.

Партиционисани приступ jе реализован коришћењем блок Гаус-Заjдел (Gaus-
Seidel) алгоритма [61, 62]. Као комуникациони интерфеjс између програма за
структурну анализу и провођење топлоте, коришћен jе Библиотека шаблона за
компоненте (енг. Component Template Library) (CTL) [63] као мидлвер (eng.
middleware). Софтвер спрегнут на оваj начин, омогућава термомеханичку ана-
лизу SMA и испитивање утицаjа брзине оптерећења на понашање материjала.
Због високе термоосетљивости SMA, ово унапређење jе неопходно за тачну си-
мулациjу. Поређење нумеричких и експерименталних резултата [8] jе анали-
зирано за тестове у коjима jе мартензитна трансформациjа изазвана напоном.
Експериментални SMA тестови су изведени за различите брзине деформациjа
и посматран jе настанак, развоj и засићење фазне трансформациjе.

Експерименти су изведени на Институту за основна технолошка истражи-
вања (пољ. Instytut Podstawowych Problemow Techniki) (IPPT), Пољска акаде-
миjа наука (пољ. Polskiej Akademii Nauk - PAN) (PAN) и Аичи технолошком
институту (енг. Aichi Institute of Technology) (AIT), Jапан [8, 13, 14, 17]. Ра-
звоj и засићење мартензитне трансформациjе изазване променом напона под
различитим условима оптерећења су такође и нумерички симулирани. Након
поређења добиjених резултата са експерименталним резултатима приказана jе
тачност оваквог приступа коjи квалитативно и квантитативно опонашаjу експе-
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рименталне резултате.
Проширење на проблеме великих деформациjа jе реализовано на основу су-

гестиjа датих у литератури [53, 64, 65]. Решење jе засновано на мултиплика-
тивноj декомпозициjи градиjента деформациjе. Логаритамска деформациjа jе
коришћена за неколико одабраних примера коjи верификуjу функционалност и
тачност такве имплементациjе.



Глава 3

Унапређен конститутивни модел за
анализу материjала са своjством
памћења облика

Онаj ко воли праксу без теориjе jе попут морепловца коjи се укрца на брод
без кормила и компаса, те никад не зна на коjу обалу ће пристати.

Леонардо да Винчи

Природа деформациjе одређуjе приступ коjу jе неопходно користити да би се
тачно описало понашање материjала. Теориjа малих деформациjа jе примењива
на мале деформациjе и мале ротациjе, где jе претпоставка да су недеформисана
и деформисана конфигурациjа исте. Теориjа коначних или великих деформа-
циjа jе неопходна за велике деформациjе и велике ротациjе, где се разликуjу
недеформисана и деформисана конфигурациjа.

У овоj глави jе дат преглед основних принципа механике континуума (ки-
нематика, закони одржања и конститутивне jедначине) и термодинамике. Ки-
нематика jе неопходна да опише геометриjу кретања и деформациjу без разма-
трања узрока. Закони одржања описуjу како спољашње силе утичу на кретање.
Конститутивне jедначине описуjу понашање материjала математичким jедна-
чинама.

Механика континуума jе алат коjим се описуjу физички феномени без по-
требе за познавањем микроструктуре материjала. Дакле, за добро разумевање
макроскопског понашања материjала, потребно jе обjаснити њихово кретање и
деформисање. Дати су такође и детаљи потребни за тачно дефинисање мера
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деформациjе код теориjе великих деформациjа, као њима конjугованих мера
напона. Представљена механика континуума може да опише понашање SMA
засновано на Лагоудасовом моделу [3] са примењеним изменама за ефикасниjу
имплементациjу и примену. Коришћена jе логаритамска деформациjа и кори-
говани Лагранжиjан Хенки (енг. updated-Lagrangian-Hencky) (ULH) формула-
циjа [59,64,66].

3.1 Кинематика

3.1.1 Градиjент деформациjе

Проучавањем деформациjе континуума између два положаjа описаних као
референтна и текућа конфигурациjе, дефинисана jе неопходност увођења гра-
диjента деформациjе као тензора коjи повезуjе две тачке. Градиjент деформа-
циjе jе дат као [66–69]:

F =
∂x

∂X
, (3.1)

где jе X вектор положаjа материjалне тачке у референтноj конфигурациjи и
x jе вектор положаjа материjалне тачке у текућоj конфигурациjи. Такође, од-
нос текуће запремине (v) и почетне запремине (V ) jе описан детерминантом
градиjента деформациjе F [67]:

J = detF =
dv

dV
> 0. (3.2)

3.1.2 Поларна декомпозициjа градиjента деформациjе

Градиjент деформациjе може бити декомпонован поларном декомпозициjом
на леви v и десни U тензор издужења и тензор ротациjе R као [64,67]:

F = RU = vR, (3.3)

са следећим особинама:

R−1 = RT , U = UT , v = vT . (3.4)

Тензор ротациjе мери локалну ротациjу. Релациjа F = RU jе позната као
десна поларна декомпозициjа, док jе F = vR лева поларна декомпозициjа [67].
Применом спектралне декомпозициjе [70], десни тензор издужења U можемо
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написати у облику:
Ut0 =

∑
k

λk
t
0 pk

t ⊗ pk
t , (3.5)

где су λk главна издужења, а pk су одговараjући сопствени вектори тензора
C [64]. На сличан начин, могуће jе дефинисати леви тензор издужења [70]:

vt0 =
∑
k

λk
t
0 qk

t ⊗ qk
t , (3.6)

са истим главним издужењима λk. Вектори pk и qk су jединичне дужине и пред-
стављаjу сопствене векторе C и b. Ови вектори образуjу две ортонормиране
базе (десна и лева) повезане релациjом [64]:

qk = Rpk. (3.7)

(a) Десна декомпозициjа F = RU

(b) Лева декомпозициjа F = vR

Слика 3.1: Шема деформациjа приказана поларном декомпозициjом [64]

На Сл. 3.1 jе дат редослед деформациjа у x,y равни, где jе трећи главни
вектор управан на ту раван. На Сл. 3.1(a), коришћењем издужења U, кружна
материjална околина тачке P се деформише у елипсу са главним правцима pk.
Као што се може запазити, сви вектори (као нпр. ~PA) из тачке P мењаjу ду-
жину и правац осим вектора ~PB и ~PD коjи мењаjу само дужину. Коначна
позициjа материjала се добиjа крутом ротациjом за угао θxy. Предложен ре-
дослед деформисања може бити промењен (Сл. 3.1(b)) тако да се прво врши
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ротациjа тензором R за θxy и онда издужење левим тензором издужења v [64].

3.1.3 Тензори деформациjе и релативне деформациjе

Поред градиjента деформациjе, могу се дефинисати и друге мере коначне
деформациjе. Десни Коши (Cauchy)-Гринов(Green) (или Гринов) тензор C и
леви Коши-Гринов (или Фингеров (Finger)) тензор b се могу дефинисати као
[66,67,69]:

C = FTF = U2, (3.8)

b = FFT = v2. (3.9)

Оба тензора су симетрична и позитивно дефинитна што значи да jе [66, 67]:

C = FTF =
(
FTF

)T
= CT , (3.10)

b = FFT =
(
FFT

)T
= bT . (3.11)

На основу (3.4), тензори издужења могу бити повезани са одговараjућим тен-
зором деформациjе као [66,67]:

U = C
1
2 , (3.12)

v = b
1
2 . (3.13)

Тензори релативне деформациjе (енг. strain tensors) такође представљаjу меру
коначне деформациjе. Они могу бити приказани као функциjе десног Коши-
Гриновог тензора деформациjе [66,67]:

E =
1

2
(C− I) =

1

2

(
FTF− I

)
, (3.14)

коjи jе познат као Грин-Лагранжеов (Lagrange) тензор релативне деформациjе.
Тензор релативне деформациjе може бити изражен и у функциjи левог Коши-
Гриновог тензора деформациjе и тада jе [66,67]:

eEA =
1

2

(
I− b−1

)
=

1

2

(
I− F−TF−1

)
. (3.15)

Оваj тензор jе познат као Оjлер-Алмансиjев (Almansi) тензор релативне дефор-
мациjе.



ГЛАВА 3. УНАПРЕЂЕН МОДЕЛ ЗА АНАЛИЗУ SMA 56

3.1.4 Генералисане мере релативне деформациjе

На основу Хила (Hill) [71], може се дефинисати фамилиjа функциjа g(λk)

главних издужења λk коjом може да се дефинише релатива мера деформациjе.
Генералисана релативна деформациjа у главним правцима pk jе [64]:

E =
∑

g(λk)pk ⊗ pk. (3.16)

Ова релативна деформациjа одговара конфигурациjи коjа се добиjа издужењем
U. С обзиром да су главна издужења λk у текућоj конфигурациjи у правцу
леве базе qk, могуће jе дефинисати генералисану меру релативне деформациjе
и као [64,70]:

Ê =
∑

g(λk)qk ⊗ qk, (3.17)

при чему функциjа g треба да задовољава услове [64]:

g (1) = 0, (3.18)(
∂g

∂λ

)
λ=1

= g
′
(1) = 1. (3.19)

Општа формула фамилиjе функциjа g(λk) jе дата као [64]:

g(λk)
n =

1

2n

(
λk

2n − 1
)
. (3.20)

За специjалан случаjа када jе n = 0 [64]:

g(λk)
0 = lnλk, (3.21)

добиjа се Хенкиjева (Hencky) деформациjа у правцу десне или леве базе. Хен-
киjева деформациjа десног H и левог h Коши-Гриновог тензора релативне де-
формациjе су редом [70]:

H =
1

2
ln C = ln U =

3∑
k=1

(lnλk) pk ⊗ pk, (3.22)

h =
1

2
ln b = ln v =

3∑
k=1

(lnλk) qk ⊗ qk, (3.23)

где су λk = ck
1
2 = bk

1
2 главна издужења главних вредности тензора релативне

деформациjе. Главни правци левог и десног тензора издужења разликуjу се
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само за ротациjу.

3.1.5 Тензори брзине деформациjе

Даље ће бити показано како се неки од представљених тензора деформациjе
мењаjу са временом уколико jе познато кретање [67]:

x = χ (X, t) , (3.24)

где jе χ закон кретања. Тада jе градиjент брзине деформациjе, односно брзина
промене градиjента деформациjе [67]:

Ḟ =
∂

∂t

(
∂χ (X, t)

∂X

)
=

∂

∂X

(
∂χ (X, t)

∂t

)
=
∂V (X, t)

∂X
, (3.25)

где jе V (X, t) материjално поље брзина. Просторни градиjент брзине l jе де-
финисан као [67]:

l (x, t) =
∂v (x, t)

∂x
, (3.26)

где jе v (x, t) просторно поље брзина. Сада jе могуће приказати просторни
градиjент брзине у функциjи градиjента брзине деформациjе као [67]:

l = ḞF−1. (3.27)

Градиjент брзине се може адитивно декомпоновати на симетричан и кососиме-
тричан део као [67]:

l = d + w, (3.28)

где су d и w редом, тензор брзине деформациjе и тензор вртложности [67]:

d =
1

2

(
l + lT

)
, d = dT , (3.29)

w =
1

2

(
l− lT

)
, w = −wT . (3.30)

Сада се могу приказати изводи по времену неких тензора деформациjе. Ма-
териjални извод Грин-Лагранжеовог тензора релативне деформациjе jе [67]:

Ė =
1

2

(
Ḟ
T
F + FT Ḟ

)
= FT 1

2

(
lT + l

)
F = FTdF. (3.31)

Оваj израз jе познат и као материjални тензор брзине деформациjе. Такође на
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основу (3.8) и (3.14) извод десног Коши-Гриновог тензора деформациjе jе [67]:

Ċ = 2Ė = 2FTdF. (3.32)

Слично, извод левог Коши-Гриновог тензора деформациjе може бити приказан
као [67]:

ḃ = lb + blT . (3.33)

3.1.6 Обjективна коротациона брзина

У механици континуума, потребно jе да конститутивне jедначине задовоље
принцип материjалне независности од избора координатног система односно
тзв. материjалну обjективност [72]. Коротациона брзина Оjлеровог, обjектив-
ног, симетричног тензора другог реда a се дефинише као [53,72,73]:

å = ȧ + aΩ−Ωa, (3.34)

при чему jе ȧ материjални извод по времену, Ω кососиметрични вртложни тен-
зор. Избор овог тензора дефинише врсту коротационе брзине [72]. Двe познатe
коротационе брзине су [72]:

Jауманова (Jaumann)
Ω = w, (3.35)

и Грин-Нагхди
Ω = ṘTR, (3.36)

где jе R тензор коjи се добиjа из поларне декомпозициjе. Ксиао (Xiao) [73–75] и
остали су показали да jе коротациона брзина може бити приказана у функциjи
вртлога на следећи начин:

Ω = w +
n∑
i 6=j

h

(
bi
bj

)
qidqj, (3.37)

где jе h функциjа вртлога коjа дефинише обjективну коротациону брзину, а bk
и qk су сопствене вредности и сопствени вектори левог Коши-Гриновог тензора
деформациjе b. Функциjа вртлога за логаритамску брзину jе [53,75]:

h(z) =
1 + z

1− z
+

2

ln z
. (3.38)
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где jе z позитивна реална променљива тако да функциjа h има особину [75]:

h
(
z−1
)

= −h (z) . (3.39)

Тада jе логаритамски вртлог [53,73]:

Ωlog = w +
n∑
i 6=j

(
bj + bi
bj − bi

+
2

ln bi − ln bj

)
qidqj, (3.40)

па jе у том случаjу тензор брзине Оjлерове логаритамске деформациjе [53,73,75]:

h
˚log = ḣ + hΩlog −Ωlogh = d. (3.41)

Овде кажемо за Ωlog да jе логаритамски спин, односно да посматрач коjи jе
везан за конфигурациjу коjа ротира логаритамским спином види да jе брзина
промене логаритамске деформациjе ln v jеднака тензору брзине деформациjе
d [74]. Свакако, оваj спин jедини задовољава оваj услов.

На основу [53], уколико jе Оjлеров тензор другог реда P коротациона брзина
Å у вези са истим тензором ротациjе као и интеграциjа R, тада jе:∫

corot

Åds = A. (3.42)

Интеграциjом jедначине (3.41) коришћењем коротационе интеграциjе добиjа се
[53]:

h =

∫
corot

h
˚logds, (3.43)

тj. логаритамском коротационом интеграциjом тензора брзине деформациjе d,
се добиjа Оjлерова Хенкиjева деформациjа [53].

3.1.7 Декомпозициjа укупне деформациjе на еластичну и

нееластичну

Деформациjа трансформациjе jе нееластична и може се анализирати по ана-
логиjи са пластичном деформациjом. Па тако, за мале деформациjе, укупна
деформациjа са може раздвоjити на еластични и нееластични део адитивном
декомпозициjом [73]:

e = eE + eIN , (3.44)
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при чему jе:
ė = ėE + ėIN . (3.45)

Овде су ėE и ėIN брзине еластичне и нееластичне деформациjе.
Мале деформациjе се не могу примењивати за нумеричку анализу у случа-

jевима где се jављаjу велике деформациjе или ротациjе, па jе неопходно про-
ширење на проблеме великих деформациjа. Проблем великих деформациjа jе
свакако тема око коjе постоjе многа неслагања, што говори и преглед еласто-
пластичности коjи jе дао Ксиао са 441 референцом у раду [73]. Проширење на
област великих (коначних) деформациjа може да се уведе на више начина.

Први начин jе директно проширење теориjе малих деформациjа на велике
применом адитивне декомпозициjе тензора брзине деформациjе [73]:

d = dE + dIN , (3.46)

где су dE и dIN , еластична и нееластична брзина деформациjе у текућоj кон-
фигурациjи. У овом случаjу за мале деформациjе, хипоеластично понашање
материjала може бити приказано Хуковим законом као:

eE =
σ

2µ
− ν

1 + ν

trσ

2µ
I, (3.47)

односно у форми брзине као:

ėE =
σ̇

2µ
− ν

1 + ν

trσ̇

2µ
I. (3.48)

Директно проширење претходне jедначине се може остварити заменом брзине
еластичне деформациjе ėE са тензором брзине еластичне деформациjе dE. До-
биjена jедначина ниjе обjективна, па се мора дефинисати обjективан тензор
брзине напона.

Уколико уведемо обjективну брзину Кирхофовог напона τ̊ , тада jе директно
проширење jедначине (3.48) на велике деформациjе дато као [73]:

dE =
τ̊

2µ
− ν

1 + ν

trτ̊

2µ
I, (3.49)

односно:
τ̊ = HdE, (3.50)

где jе H еластични тензор четвртог реда, коjи у општем случаjу зависи од τ .
Овакав приступ може бити неинтеграбилан уколико се не посвети специjална
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пажња да све инкременталне релациjе између напона и деформациjа буду обjек-
тивне. Оваква ситуациjа може изазвати нежељене поjаве као што jе хистерези-
сна дисипациjа коjа не одговара еластичности [76].

Други приступ jе хипереластичан опис еластичног одзива применом мул-
типликативне декомпозициjе коjом се може извршити декомпоновање гради-
jента деформациjе на еластични и нееластични део. На основу Лиjевог (Lee)
рада [77], могуће jе увести мултипликативну декомпозициjу укупног градиjента
деформациjе као [64,67,68,76]:

F = FEFIN , (3.51)

где су FE и FIN еластични и нееластични градиjент деформациjе. Главна идеjа
jе увођење тзв. међуконфигурациjе коjа jе локална, концептуална и добиjа се
растерећењем деформисане конфигурациjе еластичним делом градиjента де-
формациjе FE.

Слика 3.2: Шема мултипликативне декомпозициjе градиjента деформациjе

На основу Сл. 3.2, може се запазити да jе [73]:

dx = FINdX, (3.52)

dx = FEdx, (3.53)

dx = FdX. (3.54)
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Дакле, материjал се деформише прво нееластично до међуконфигурациjе, па
тек онда еластично до текуће конфигурациjе.

Општи хипереластични опис може бити разматран у односу на материjалну
(Лагранжеову), просторну (Оjлерову) или међуконфигурациjу. Увођење међу-
конфигурациjе захтева jасниjе тумачење тензора деформациjа у одговараjућим
конфигурациjама. У свакоj од конфигурациjа сада дефинишемо метрички тен-
зор, па тако материjални обележавамо са G, просторни са g и метрички тензор
у међуконфигурациjи са G [76]. Операциjама трансформациjа метричких тен-
зора унапред и уназад између поменутих конфигурациjа, добиjамо одговараjуће
тензоре деформациjа у одабраним конфигурациjама [70].

Слика 3.3: Шема Коши-Гринових тензора деформациjе у вези са конфигура-
циjама

Материjални опис локалног нееластичног стања материjала jе описан Ла-
гранжеовим тензором деформациjе E и нееластичном Лагранжеовом деформа-
циjом [76]:

EIN =
1

2

(
CIN −G

)
, (3.55)

где jе десни Коши-Гринов тензор нееластичне деформациjе добиjен трансфор-
мациjом уназад метричког тензора датог у међуконфигурациjи нееластичним
градиjентом деформациjе FIN :

CIN =
(
FIN

)T
GFIN . (3.56)
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У овом контексту, еластична Лагранжеова деформациjа EE се формално дефи-
нише као [76]:

EE = E− EIN . (3.57)

У односу на међуконфигурациjу, локално нееластично стање jе описано Ла-
гранжеовим тензором деформациjе [76]:

E
E

=
1

2

(
C
E −G

)
, (3.58)

E
IN

=
1

2

(
G−

(
b
IN
)−1
)
, (3.59)

где jе десни еластични Коши-Гринов тензор деформациjе добиjен трансфор-
мациjом уназад метричког тензора датог у текућоj конфигурациjи еластичним
градиjентом деформациjе FE:

C
E

=
(
FE
)T

gFE, (3.60)

а леви нееластични Фингеров тензор деформациjе трансформациjом унапред
метричког тензора у почетноj конфигурациjи нееластичним градиjентом де-
формациjе: (

b
IN
)−1

=
(
FIN

)−T
G−1

(
FIN

)−1
. (3.61)

У текућоj конфигурациjи, Алмансиjев тензор деформациjе jе дефинисан као
[76]:

e =
1

2

(
g − (b)−1) , (3.62)

где jе укупан леви Фингеров тензор деформациjе добиjен трансформациjом уна-
зад метричког тензора датог у почетноj конфигурациjи укупним градиjентом
деформациjе:

(b)−1 = (F)−T G−1 (F)−1 . (3.63)

Еластични Алмансиjев тензор деформациjе jе [76]:

eE =
1

2

(
g −

(
bE
)−1
)
, (3.64)

где jе еластичан леви Фингеров тензор деформациjе добиjен трансформациjом
уназад метричког тензора датог у почетноj конфигурациjи еластичним гради-
jентом деформациjе: (

bE
)−1

= FE−TG
−1

FE−1. (3.65)



ГЛАВА 3. УНАПРЕЂЕН МОДЕЛ ЗА АНАЛИЗУ SMA 64

У овом случаjу, нееластична деформациjа се може дефинисати као [76]:

eIN = e− eE. (3.66)

Предност оваквог начина изражавања тензора деформациjе jе у томе што су
све мере деформациjа у околини посматране материjалне тачке потпуно одре-
ђене разликом текућег и почетног метричког тензора у односу на било коjу
конфигурациjу [70].

Еластична и нееластична Хенкиjева релативна деформациjе су дефинисане
као [67]:

H
E

=
1

2
ln C

E
, hE =

1

2
ln bE (3.67)

HIN =
1

2
ln CIN h

IN
=

1

2
ln b

IN
. (3.68)

Као што се може запазити на Сл. 3.4, Хенкиjева укупна деформациjа h

jе дата у односу на текућу конфигурациjу, као и еластична лева Хенкиjева
деформациjа hE. Са друге стране, нееластична Хенкиjева мера деформациjе
h
IN jе дефинисана у односу на међуконфигурациjу.

Слика 3.4: Шема тензора логаритамске деформациjе и конфигурациjе

У том смислу, с обзиром да jе могуће вршити сабирање еластичног и неела-
стичног тензора деформациjа изражених у односу на исту конфигурациjу [70]
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(Сл. 3.5), за прорачун нееластичне мере деформациjе у текућоj конфигурациjи,
могуће jе одузети еластичну деформациjу од укупне деформациjе дефинисане у
истоj (текућоj) конфигурациjи (3.66). Тако да се, деформациjа трансформациjе
у текућоj конфигурациjи (нееластична деформациjа) може израчунати из леве
Хенкиjеве деформациjе као:

etr = h− hE. (3.69)

У поређењу са материjалним моделом пластичности метала, за случаj матери-
jала са своjством памћења облика нам jе потребна тачна укупна деформациjа
трансформациjе за правац интеграциjе напона код мартензитне трансформа-
циjе уназад о чему ће бити речи у Гл. 4.

Слика 3.5: Шема компатибилних тензора логаритамске деформациjе

3.1.8 Тензори напона

Напон дефинисан у текућоj конфигурациjи представља Кошиjев тензор на-
пона σ (симатричан тензор) или стварни напон. Такође, напон може бити из-
ражен у референтноj конфигурациjи или међуконфигурациjу. То пружа могућ-
ност дефинисања алтернативних мера напона нпр. мера напона дефинисана у
почетноj конфигурациjи представља први Пиола (Piola)-Кирхофов (Kirchhoff)
(или просто Пиола напон) P коjи jе у општем случаjу несиметричан тензор.
Веза између Кошиjевог и Пиола напона jе позната као Пиола трансформа-
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циjа [67]:
P = JσF−T . (3.70)

Поред ова два тензора напона дефинисана у познатоj конфигурациjи коjа имаjу
физичко значење, постоjе и други тензори напона коjи се користе у практичноj
нелинеарноj анализи. Тензор Кирхофовог напона τ (симатричан тензор) се
разликуjе од Кошиjевог тензора напона само за запремински однос J дефинисан
изразом (3.2) [67]:

τ = Jσ. (3.71)

Други Пиола-Кирхофов тензор напона S jе такође симатричан и могуће га jе
добити трансформациjом [67]:

S = F−1τF−T . (3.72)

Tрансформациjом у супротном смеру, Кирхофов напон се може добити као [67]:

τ = FSFT . (3.73)

Веза између првог и другог Пиола-Кирхофовог тензора напона се може пред-
ставити као [67]:

P = FS. (3.74)

Поред претходних мера напона, могуће jе дефинисати jош jедан несиматрични
материjални тензор напона као [67]:

TB = RTP. (3.75)

Тензор TB jе познат као Биотов (Biot) тензор напона. Остали примери тензора
напона [67] су коротирани Кошиjев тензор напона σu, коjи су увели Грин и
Нагхди (Naghdi) и Манделов (Mandel) тензор напона Σ коjи jе у општем случаjу
несиметричан. Ови тензори су дефинисани у односу на међуконфигурациjу.
Веза између коротираног Кошиjевог и Манделовог тензора напона jе дата као
[67]:

σu = J−1USU = RTσR (3.76)

Σ = CS. (3.77)

Скуп енергетски конjугованих (3.78) мера деформациjе и напона [67] даjе
израз за снагу напона (3.79). Алтернативни изрази енергетски конjугованих
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парова напона и деформациjе су дати у [67] као:

wint(t) = Jσ : d = P : Ḟ = S : Ė = Σ :
1

2
C−1Ċ = Jσu : DR = symTB : U̇. (3.78)

3.1.9 Закон баланса механичке енергиjе

Унутрашњи механички рад извршен у jединци времена (снага напона) Pint
jе могуће дефинисати у вези са (3.78) као [67]:

Pint(t) =

∫
tΩ

σ : ddv =

∫
0Ω

Jσ : ddV , (3.79)

где jе 0Ω референтна и tΩ текућа запремина у датом тренутку, a d представља
тензора брзине деформациjе. Унутрашњи механички рад извршен у jединци
времена по jединици референтне запремине jе wint. Она се изражава преко
мера конjугованих напона и деформациjа (конjуговани парови (3.78)). Одр-
жање механичке енергиjе jе дато као [67]:

K̇(t) = Pext − Pint, (3.80)

где jе K кинетичка енергиjа, Pext jе спољашњи механички рад у jедници вре-
мена (снага) и Pint jе унутрашњи механички рад у jедници времена (снага).
Ово значи да jе брзина промене кинетичке енергиjе K̇ jеднака разлици између
спољашњег Pext и унутрашњег Pint механичког рада у jединици времена.

3.2 Термодинамика континуума

Континууми коjи поседуjу механичку и термичку енергиjу, називаjу се тер-
модинамички континууми, а величине коjе описуjу систем су термодинамичке
променљиве стања. Термодинамичке функциjе стања описуjу везе између про-
менљивих стања; релациjе коjе повезуjу променљиве стања су конститутивне
jедначине.

3.2.1 Први закон термодинамике (Одржање енергиjе)

Први закон термодинамике повезуjе рад извршен на континууму и промену
унутрашње енергиjе у деформабилном телу. Представљен jе као jеднакост из-
међу промене рада у jединици времена и промене унутрашње енергиjе у jе-
диници времена U̇ . Рад извршен у jединици времена на систему може бити



ГЛАВА 3. УНАПРЕЂЕН МОДЕЛ ЗА АНАЛИЗУ SMA 68

извршен механичким силама Pint или може бити додат систему као топлота Q,
тако да одржање може бити представљено као [67]:

Pint(t) +Q(t) = U̇(t). (3.81)

На основу одржања механичке енергиjе (3.80), Први закон термодинамике jе
дат као [67]:

K̇(t) + U̇(t) = Pext +Q(t). (3.82)

На основу дефинициjе дате у [3, 67]: Закон конзервациjе енергиjе гласи да jе
брзина промене укупне енергиjе (кинетичка плус унутрашња енергиjа) конти-
нуума у времену jеднака брзини коjом се извршава спољашњи механички рад
на том телу задатим силама плус брзина коjом се термичка енергиjа додаjе кроз
топлотни флукс и изворе топлоте. Локални облик jе дат као [3, 67]:

ρu̇ = σ : d− div (q) + ρq, (3.83)

где jе u специфична унутрашња енергиjа, ρ jе густина материjала, σ jе Кошиjев
тензор напона и d jе тензор брзине деформациjе.

3.2.2 Други закон термодинамике (принцип неjеднакости

ентропиjе)

Правац преноса енергиjе не може бити одређен на основу Првог закона тер-
модинамике (3.83), jер разматра само трансфер енергиjе. Други закон термо-
динамике jе описуjе правац процеса преноса енергиjе.

Због тога jе потребно jе увести ентропиjу S као концепт. Ентропиjа jе ва-
жна особина коjу jе Клаузиjус (Clausius) описао у 19. веку. Ентропиjа се може
описати као "квантитативна мера микроскопске случаjности и нереда. Разлика
између брзине промене ентропиjе Ṡ и брзине улаза ентропиjе по jединици вре-
мена Q̃, одређуjе укупну производњу ентропиjе по jединици времена коjу обе-
лежавамо са Γ" [67].

Други закон термодинамике говори, да jе укупна производња ентропиjе увек
већа или jеднака нули. Математички израз коjи то описуjе jе [67]:

Γ(t) = Ṡ(t)− Q̃(t) ≥ 0. (3.84)
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Ентропиjа континуума jе дефинисана као [67]:

S(t) =

∫
Ω

s (x, t) dv, (3.85)

док се брзина улаза ентропиjе састоjи од ентропиjе пренесене кроз граничну
површ ∂Ω Кошиjевим флуксом ентропиjе h̃ и ентропиjе произведене изворима
r̃ унутар тела [67]:

Q̃(t) = −
∫
∂Ω

h̃ · nds+

∫
Ω

r̃dv. (3.86)

Сада можемо приказати експлицитни облик Другог закона термодинамике као
[67]:

Γ(t) =

∫
Ω

ṡdv +

∫
∂Ω

h̃ · nds−
∫
Ω

r̃dv ≥ 0. (3.87)

Као што jе дато у [67], наредна jеднакост jе:

h̃ =
q

T
, r̃ =

q

T
, (3.88)

тако да jе релациjа (3.87) тада [67]:

Γ(t) =

∫
Ω

ṡdv +

∫
∂Ω

q

T
· nds−

∫
Ω

q

T
dv ≥ 0, (3.89)

позната као Клаузиjус-Диjемова (Duhem) неjеднакост. Применом Гаусове тео-
реме за трансформациjу површинског у запремински интеграл [67]:∫

s

unds =

∫
v

divudv, (3.90)

и особине дивергенциjе да jе [67]:

divFu = Fdivu + u∇F, (3.91)

ова неjеднакост може бити изражена у локалноj форми као [3]:

ρṡ+
1

T
div (q)− 1

T 2
q · ∇T − ρq

T
≥ 0. (3.92)

Физички посматрано, топлота спонтано прелази од топлиjег материjала ка хлад-
ниjем. С обзиром да jе T увек ненегативнa, неjеднакост провођења топлоте



ГЛАВА 3. УНАПРЕЂЕН МОДЕЛ ЗА АНАЛИЗУ SMA 70

jе [3]:
q · ∇T ≤ 0, (3.93)

одакле следи да jе максимум за q · ∇T jеднак нули, тако да jе израз − 1
T 2 q · ∇T

увек jеднак нули, што даjе нови облик Клаузиjус-Диjемове неjеднакости:

ρṡ+
1

T
div (q)− ρq

T
≥ 0. (3.94)

Сменом jедначине (3.83) у претходну, Други закон термодинамике се добиjа у
форми познате Клаузиjу-Планк (Planck) неjеднакости [3]:

Dint =
1

ρ
σ : d− u̇+ T ṡ ≥ 0, (3.95)

коjи представља унутрашњу дисипациjу или локално генерисање ентропиjе.

3.3 Слободна енергиjа

Конститутивни материjални модел, за било коjу врсту материjала, може
бити изведен коришћењем неке од функциjа слободне енергиjе. Постоjи не-
колико алтернативних форми термодинамичког потенциjала коjе се могу наћи
Лежандреовом (Legendre) трансформациjом. Лежандреова трансформациjа jе
процедура коjа пружа могућност да се jедна променљива замени другом кон-
jугованом променљивом. Веза између унутрашње енергиjе u, енталпиjе h и
Хелмхолцове (Helmholtz) ψ и Гипсове (Gibbs) g слободне енергиjе су дали Хол-
цапфел (Holzapfel) [67] и Лагоудас [3] као што jе представљено у Таб. 3.1.

Табела 3.1: Лежандреова трансформациjа између термодинамичких потенци-
jала [3, 67]

Термодинамичи потенциjал Симбол Трансформациjа
Унутрашња енергиjа u u

Енталпиjа h h = u− 1
ρ
σ : ε

Хелмхолцова енергиjа ψ ψ = u− sT
Гипсова енергиjа g g = u− sT − 1

ρ
σ : ε

Извод по времену Гипсове слободне енергиjе jе дат у следећем облику [3]:

ġ (σ, T , ζ) = u̇− ṡT − sṪ − 1

ρ
σ̇ : ε− 1

ρ
σ : ε̇. (3.96)

Гипсова слободна енергиjа зависи од напона σ, температуре T и градиjента
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температуре T = ∇T и скупа унутрашњих променљивих ζ [3]. Тотални извод
Гипсове слободне енергиjе ġ jе у том случаjу [3]:

ġ =
∂g

∂σ
: σ̇ +

∂g

∂T
Ṫ +

∂g

∂T
· Ṫ +

∂g

∂ζ
· ζ̇. (3.97)

Извод по времену Лежандреове трансформациjе (3.96) замењен у Други закон
термодинамике (Класузиjус-Планк неjеднакост) (3.94), даjе следећи облик [3]:

− ρġ − σ̇ : ε− ρsṪ ≥ 0. (3.98)

Након смене (3.97) у (3.98) може се показати да jе [3]:

− ρ
(
∂g

∂σ
: σ̇ +

∂g

∂T
Ṫ +

∂g

∂T
· Ṫ +

∂g

∂ζ
· ζ̇
)
− σ̇ : ε− ρsṪ ≥ 0. (3.99)

Пошто Ṫ може бити или позитиван или негативан, (3.99) jе задовољена ако
jе ∂g

∂T
≡ 0. Уколико се дефинишу као константне све осим jедне променљиве

добиjаjу се следеће релациjе [3]:

s = − ∂g
∂T

(3.100)

ε = −ρ ∂g
∂σ

. (3.101)

Сменом ентропиjе и деформациjе, Клаузиjус-Планк неjеднакост постаjе [3]:

− ρ∂g
∂ζ
· ζ̇ ≥ 0. (3.102)

За унутрашње променљиве одабране су деформациjа трансформациjе etr и удео
мартензита у запремини ξ [3]. Клаузиjус-Планк неjеднакост, (3.99), се тада
своди на следећи облик:(

−ρ ∂g
∂etr

)
: ˙etr +

(
−ρ∂g

∂ξ

)
ξ̇ ≥ 0. (3.103)

3.4 SMA конститутивни модел - Лагоудас

Модел фазне трансформациjе за SMA, коjи су формулисали Боjд и Лагоу-
дас [34] и Лагоудас [3] jе основа овог истраживања. Термодинамички потенциjал
представљен функциjом Гипсове слободне енергиjе g jе дефинисан за транс-
формациjу унапред и уназад (видети Одељ. 1.2). Слободна енергиjа може бити
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приказана у квадратноj полиномноj форми као [3]:

g (σ, T ) = − 1

2ρ
σ :M : σ − 1

ρ
σ : α (T − T0) +

c

[
(T − T0)− T ln

(
T

T0

)]
− s0T + u0,

(3.104)

где jе T0 референтна температура. Променљива σ jе Кошиjев укупни напон,
T jе температура SMA, ξ jе удео мартензита у запремини и etr jе деформациjа
трансформациjе. Функциjа f(ξ) jе функциjа трансформационог оjачања. Ма-
териjални параметри c, u0, s0,M, α су редом ефективна специфична топлота,
ефективна специфична унутрашња енергиjа, ефективна специфична ентропиjа,
ефективни тензор флексибилности и тензор ефективног термичког ширења.
Ови ефективни материjални параметри могу бити одређени коришћењем пара-
метара чистих фаза и удела мартензита у запремини ξ по правилу мешавине.

Коришћењем (3.100), ентропиjа s и деформациjа ε могу бити добиjене као [3]:

s =
1

ρ
σ : α+ c ln

(
T

T0

)
+ s0, (3.105)

ε =M : σ +α (T − T0) . (3.106)

Основни облик Гипсове слободне енергиjе (3.104), коjа зависи од дефинисаних
унутрашњих променљивих стања, коjи су представили Кидваи и Лагоудас [37]
jе дата као што следи [3]:

g (σ, T , ξ, etr) = − 1

2ρ
σ :M : σ − 1

ρ
σ : [α(T − T0) + etr] +

c

[
(T − T0)− T ln(

T

T0

)

]
− s0T + u0 +

1

ρ
f(ξ)

, (3.107)

где jе f(ξ) функциjа оjачања.
Коришћењем Лежандреове трансформациjе (Таб. 3.1) између Гипсове сло-

бодне енергиjе g, унутрашње енергиjе u и Првог и Другог закона термодинамике
смењеног у Клаузиjус-Планкову неjеднакост, показано jе да у неповратним про-
цесима унутрашња дисипациjа енергиjе jе већа или jеднака нули [3]:

Dint = σ : ˙etr +

(
−ρ∂g

∂ξ

)
ξ̇ ≥ 0. (3.108)

Главна претпоставка за развоj овог конститутивног модела jе дата, по ана-
логиjи са пластичношћу метала [64], да "свака промена у текућем микрострук-
турном стању материjала jе стриктно резултат промене удела мартензита у
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запремини" [3, 28,34,37]:
˙etr = Hntrξ̇. (3.109)

Правац трансформациjе jе у правцу девиjатора напона S
′ за трансформациjу

унапред, док jе током трансформациjе уназад, правац тензора укупне дефор-
мациjе трансформациjе etr [3]:

ntr =

{
3
2
S
′

S
; ξ̇ > 0

etr
etr

; ξ̇ < 0
, (3.110)

где jе H максималне ефективна деформациjа трансформациjе.
Тензор девиjаторa напона S

′ , ефективни (еквивалентан фон Мизесов (von
Mises)) напон S и ефективна деформациjа трансформациjе etr су дефинисане
као:

S
′
= σ − σmI, (3.111)

S =

√
3

2
S′ : S′ , (3.112)

etr =

√
2

3
etr : etr, (3.113)

где jе σm средњи напон.
Заменом (3.109) у Клаузиjус-Планкову неjеднакост (3.108), може се добити

[3]: (
σ : ntrH − ρ

∂g

∂ξ

)
ξ̇ = Πξ̇ ≥ 0 (3.114)

где jе Π генералисана термодинамичка сила. За дату Гипсову слободну енергиjу
(3.107), експлицитни развоj Π jе [3]:

Π(σ, T , ξ) = σ : ntrH +
1

2
σ : ∆M : σ + σ : ∆α (T − T0)−

ρ∆c

[
(T − T0)− T ln

(
T

T0

)]
+ ρ∆s0T − ρ∆u0 −

∂f(ξ)

∂ξ

, (3.115)

где су ∆M = MM −MA, ∆α = αM − αA, ∆c = cM − cA, ∆s0 = s0
M − s0

A,
∆u0 = u0

M − u0
A, где А и М обележаваjу аустенитну и мартензитну фазу,

редом. Ефективне особине материjала се могу одредити у функциjи чистих
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фаза и удела мартензита у запремини ξ по правилу мешавине [3]:

M (ξ) =MA + ξ
(
MM −MA

)
=MA + ξ∆M,

α (ξ) = αA + ξ
(
αM −αA

)
= αA + ξ∆α,

c (ξ) = cA + ξ
(
cM − cA

)
= αA + ξ∆c,

s0 (ξ) = s0
A + ξ

(
s0
M − s0

A
)

= s0
A + ξ∆s0,

u0 (ξ) = u0
A + ξ

(
u0

M − u0
A
)

= u0
A + ξ∆u0.

. (3.116)

Функциjу трансформациjе Φ jе увео Лагоудас као [3, 37]:

Φ =

{
Π− Y ; ξ̇ > 0

−Π− Y ξ̇ < 0
(3.117)

где jе Y гранична вредност чиjи облик зависи од избора функциjе оjачања
[3, 78]. Функциjа трансформациjе Φ треба да задовољи услов Φ = 0 током
трансформациjе. Таj услов представља површи трансформациjе за 0 < ξ < 1

и две граничне површи за ξ = 0 и ξ = 1 сваке фамилиjе трансформационе
површи [3].

Оно што jе важно нагласити jе да се предложени правци трансформациjе
могу бити различито имплементирани у зависности од приступа коjи се при-
мењуjе. Коришћењем (3.111), (3.112),(3.113), могуће jе термодинамичку силу
(3.115) довести на скаларни облик, чиме се омогућава решавање jедне нелине-
арне jедначине на нивоу интеграционе тачке. Извођење предложеног унапре-
ђења jе дато у наредном одељку.

3.5 Развоj функциjе трансформациjе

У претходним изразима, декомпозициjа на девиjатор напона и средњи напон
(3.111) се може користити у jедначини (3.115) уз апроксимациjу да jе предло-
жени правац трансформациjе (3.109) константан и jеднак вредности са почетка
временског корака (S′ = S

′
∗ и etr = tetr).

Први члан у jедначини (3.115) се може приказати за трансформациjу уна-
пред (ξ̇ > 0) као:

σ : ntrH =
(
S
′
+ σmI

)
:

3

2
H

S
′
∗

S∗
=

3H

2S∗

(
S
′
: S
′
∗ + σm����

I : S
′
∗

)
=

3H

2S∗

S
′
∗S

S∗
S
′
∗ =

SHS∗
2

S∗
2 = HS.

(3.118)
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Други члан у jедначини (3.115) jе исти за обе, трансформациjу унапред и уназад
али са различитим знаком. Извођење jе дато у наставку:

1

2
σ : ∆M : σ =

1

2
σ :
(
MM : σ −MA : σ

)
=

1

2
σ :
(
eM − eA

)
=

=
1

2

(
S
′
+ σm : I

)
:

(
S
′

2GM
+
σmI

cmM
− S

′

2GA
− σmI

cmA

)
=

=
1

2

(
1

2
S
′
: S
′
(

1

GM
− 1

GA

)
+ 3σm

2

(
1

cmM
− 1

cmA

))
=

=
1

2

(
1

3
S2

(
1

GM
− 1

GA

)
+ 3σm

2

(
1

cmM
− 1

cmA

))
.

(3.119)

Трећи члан у jедначини (3.115) jе такође исти за оба правца трансформациjе,
али са различитим знаком и може бити изведен на следећи начин:

∆α : σ
(
T − T0) =

(
αM −αM

)
: (S

′
+ σmI

)
∆T =

=
(
S
′
+ σmI

)
: αMI∆T −

(
S
′
+ σmI

)
: αAI∆T =

= 3σm
(
αM − αA

)
∆T .

(3.120)

У jедначинама (3.118) и (3.119), имамо ефективне вредности девиjаторa на-
пона S∗ и деформациjе трансформациjе etr, средњи напон σm и модуле смицања:

GA =
EA

2 (1 + ν)
GM =

EM

2 (1 + ν)
, (3.121)

за аустенит и мартензит и cmA и cmM модуле стишљивости за фазу аустенита
и мартензита, редом:

cm
A =

EA

1− 2ν
cm

M =
EM

1− 2ν
. (3.122)

Коначан облик функциjе трансформациjе добиjамо заменом претходних из-
раза у (3.117) као:

Φ =



HS + 1
2

(
1
3
S2
(

1
GM − 1

GA

)
+ 3σm

2
(

1
cmM − 1

cmA

))
+ 3σm

(
αM − αA

)
∆T+

ρ∆s0 (T −Ms)− ∂f(ξ)
∂ξ

; ξ̇ > 0

−S
′
∗ : tetr

H
tetr

+ 3G∆ξH2 − 1
2

(
1
3
S2
(

1
GM − 1

GA

)
+ 3σm

2
(

1
cmM − 1

cmA

))
−

3σm
(
αM − αA

)
∆T − ρ∆s0 (T − Af ) + ∂f(ξ)

∂ξ
; ξ̇ < 0

(3.123)
Поступак интеграциjе дат у [3] подразумева промену правца интеграциjе у
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оквиру временског корака и израчунавање укупног напона без декомпозициjе
на девиjаторски и запремински део, што негативно утиче на ефикасност им-
плементациjе. Поступак интеграциjе захтева решавање векторске jедначине на
нивоу интеграционе тачке. С обзиром да jе имплементациjа дата у [3] заснована
на брзини деформациjе трансформациjе, у оквиру корака се израчунаваjу при-
раштаjи деформациjе трансформациjе и укупног напона, коришћењем вектора
прираштаjа укупне деформациjе као улазне величине.

Насупрот томе, оваквим развоjем функциjе трансформациjе у ефективни
облик, омогућава се решавање jедне нелинеарне jедначине на нивоу интегра-
ционе тачке. То даље омогућава већу ефикасност интеграциjе напона, као и
могућност jедноставног проширења алгоритма за интеграциjу напона за про-
блеме великих деформациjа. Функционалност датог приступа jе тестирана кроз
верификационе примере из литературе али и поређењем са експерименталним
резултатима.

3.6 Функциjе оjачања

Различите функциjе оjачања се користе ради што тачниjег симулирања ре-
алног понашања материjала. Избором функциjе оjачања се добиjаjу различити
облици криве зависности напона и деформациjе. Функциjе оjачања f(ξ) узимаjу
у обзир међудеjство између фаза и вариjанти мартензита [3]. Различите функ-
циjе оjачања узрокуjу различите резултате симулациjе за исти конститутивни
модел. Неколико функциjа оjачања се могу наћи у литератури:

• Танакин (Tanaka) експоненциjални модел [3, 79]

f(ξ) =

{
ρ∆s0
aM

[(1− ξ) ln (1− ξ) + ξ] + (µ1 + µ2) ξ; ξ̇ > 0

−ρ∆s0
aA

ξ [ln ξ − 1] + (µ1 − µ2) ξ; ξ̇ < 0
(3.124)

• косинусни модел коjи су предложили Лианг и Рогерс [3, 80]

f(ξ) =


ξ∫

0

−ρ∆s0
aM

[π − arccos(2ξ − 1)] dξ + (µ1 + µ2)ξ; ξ̇ > 0

ξ∫
0

−ρ∆s0
aA

[π − arccos(2ξ − 1)] dξ + (µ1 − µ2)ξ; ξ̇ < 0

(3.125)
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• Боjдов и Лагоудасов полиномски модел [3]

f(ξ) =

{
1
2
ρbMξ2 + (µ1 + µ2) ξ; ξ̇ > 0

1
2
ρbAξ2 + (µ1 − µ2) ξ; ξ̇ < 0

(3.126)

• глатка (енг. smooth) функциjа оjачања коjу су предложилиМакадо (Machado)
и Лагоудас [3, 81]

f(ξ) =


1
2
ρbM

(
ξ + ξn1+1

n1+1
+ (1−ξ)n2+1

(n2+1)

)
; ξ̇ > 0

1
2
ρbA

(
ξ + ξn3+1

n3+1
+ (1−ξ)n4+1

(n4+1)

)
; ξ̇ < 0

(3.127)

У горњим jедначинама aM , aA, µ1, µ2, ρb
M , ρbA, n1, n2, n3, n4 представљаjу пара-

метре оjачања трансформациjе расположиве у [3, 81].
За функциjу трансформациjе, први извод f(ξ) по ξ jе неопходан. Диферен-

цирањем функциjе f(ξ) за поjедине функциjе оjачања се добиjа:

• Танакин експоненциjални модел [3, 79]

df(ξ)

dξ
=

{
ρ∆s0
aM

[− ln (1− ξ)] + (µ1 + µ2) ; ξ̇ > 0
ρ∆s0
aA

[ln ξ − 1] + ξ
ξ−1

+ (µ1 − µ2) ; ξ̇ < 0
(3.128)

• косинусни модел коjи су предложили Лианг и Рогерс [3, 80]

df(ξ)

dξ
=

{
−ρ∆s0

aMc
[π − arccos (2ξ − 1)] + (µc1 + µc2) ; ξ̇ > 0

−ρ∆s0
aAc

[π − arccos (2ξ − 1)] + (µc1 − µc2) ; ξ̇ < 0
(3.129)

• Боjдов и Лагоудасов полиномски модел [3]

df(ξ)

dξ
=

{
ρbMξ + (µ1 + µ2) ; ξ̇ > 0

ρbAξ + (µ1 − µ2) ; ξ̇ < 0
(3.130)

• глатка функциjа оjачања коjу су предложили Макадо и Лагоудас [3, 81]

df(ξ)

dξ
=

{
1
2
ρbM (1 + ξn1 − (1− ξ)n2) ; ξ̇ > 0

1
2
ρbM (1 + ξn3 − (1− ξ)n4) ; ξ̇ < 0

(3.131)



Глава 4

Нумеричка имплементациjа
поступка интеграциjе напона код
SMA

4.1 Основне претпоставке

Имплементациjа jе инспирисана радовима Коjића и Батеа (Bathe) [64], Сима
(Simó) и Хjуза (Hughes) [82], Кидваиа и Лагоудаса [28, 37], Вебера (Weber) и
Ананда (Anand) [83], Хенанa (Henann) и Анандa [84] и Каминера (Caminero)
и осталих [85]. Наjуобичаjениjи приступ за имплицитну интеграциjу напона
за моделе независне од брзине деформациjа jе алгоритам пресликавањa уна-
зад [64, 82]. Он се састоjи од два корака: (1) претпостављање пробног ела-
стичног стања (еластични предиктор) и (2) корекциjа напона због фазне транс-
формациjе (нееластични коректор). У [3], коришћен jе алгоритам конвексне
равни сечења, што подразумева да се правац корекциjе услед трансформациjе
мења током итерациjа, док се код метода представљеног у [64,84], таj правац не
мења током интеграциjе у оквиру корака. На основу формулациjе, базиране на
примени брзине деформациjе, деформациjа трансформациjе jе дефинисана jед-
начином (3.109). Тада, слично као и код пластичности, прираштаj деформациjе
трансформациjе у временском кораку jе [3]:

∆etr = H∆ξntr. (4.1)

78
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Пробни девиjатор напона S
′
∗ се може израчунати као [64]:

S
′
∗ = 2Ge

′
∗ (4.2)

где jе G модул смицања и e
′
∗ jе пробни девиjатор еластичне деформациjе. Са

познатим прираштаjем деформациjе трансформациjе ∆etr, коначан девиjатор
напона се може добити [64]:

S
′
= S

′
∗ − 2G∆etr. (4.3)

Увођењем jедначине (4.1), добиjамо израз за девиjатор напона при фазноj транс-
формациjи унапред:

S
′
= S

′
∗ − 2GH∆ξntr. (4.4)

На основу релациjе (3.109), за трансформациjу унапред, имамо:

S
′
= S

′
∗ − 2GH∆ξ

3

2

S
′

S
, (4.5)

S
′
∗ = S

′
(

1 +
3GH∆ξ

S

)
, (4.6)

S
′
=

SS
′
∗

S + 3GH∆ξ
. (4.7)

Ефективни девиjатор напона се може тада приказати као:

S =

√
3

2
S′ : S′ =

√
3

2

SS′∗

S + 3GH∆ξ
:

SS′∗

S + 3GH∆ξ
, (4.8)

S =
S S∗

S + 3GH∆ξ
, (4.9)

S = S∗ − 3GH∆ξ. (4.10)

Коначно, добиjамо да се девиjатор напона за трансформациjу унапред може
извести на следећи начин:

S
′
=
SS

′
∗

S∗
. (4.11)

Коришћењем исте процедуре, девиjатор напона и ефективни напон могу бити
изведени за трансформациjу уназад:

S
′
= S

′
∗ − 3GH∆ξ

etr
etr
, (4.12)
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S =

√
3

2
S′ : S′ =

√
S∗

2 − 6GH∆ξ
S′∗ : etr
etr

+ 9G2H2∆ξ2. (4.13)

4.2 Локални Њутн-Рапсонов алгоритам

Функциjа трансформациjе (3.123) се рачуна са пробним девиjатором напона
(4.2), променом температуре ∆T = T − T0 и претпоставком ξt+∆t (0) = ξt . Про-
верава се услов Φt+∆t (0) ≤ 0 [28]. Уколико jе задовољен, еластично решење се
прихвата као коначно. Уколико услов Φt+∆t (0) ≤ 0 ниjе задовољен, корекциjа
решења треба да задовољи да jе Φ = 0. Наведени услов се своди на решавање
нелинеарне jедначине по параметру ∆ξ уз одговараjућа ограничења (0 ≤ ξ ≤ 1).
Итеративна шема дата у Таб. 4.2 се наставља све док jе Φt+∆t (k+1) веће од неке
толеранциjе или ξt+∆t достигне граничне вредности 0 или 1.

Табела 4.1: Алгоритам одлучивања о смеру трансформациjе

1. Претпостављамо смер трансформациjа као у претходном кораку

2. Рачунамо функциjу трансформациjе Φt+∆t (k) на основу формуле (3.123)

3. Ако jе Φt+∆t (k) > 0 онда
Трансформациjу наставити у истом смеру
или
Претпостављамо супротан смер трансформациjе
Рачунамо функциjу трансформациjе Φt+∆t (k) на основу формуле (3.123)
Ако jе Φt+∆t (k) > 0 онда
Траснформациjу настављамо у новом смеру
Или
Решење jе еластично - ићи у наредни временски корак

Одлука о смеру мартензитне трансформациjе jе важна за тачну интегра-
циjу функциjе трансформациjе. Прво, претпостављен jе смер трансформациjе
као у претходном кораку. Вредност функциjе трансформациjе се рачуна кори-
шћењем пробних вредности напона и деформациjе и вредности из претходног
корака за удео мартензита у запремини. Уколико услов Φt+∆t ≤ 0 ниjе задо-
вољен, тада смер трансформациjе остаjе исти и примењуjе се даљи поступак
интеграциjе. Уколико jе услов задовољен, тада се функциjа трансформациjе
рачуна за случаj ξ̇

t+∆t

∗ (3.123). Уколико сада услов Φt+∆t ≤ 0 ниjе задовољен,
смер трансформациjе се мења. Уколико jе услов и сада задовољен, решење jе
еластично и идемо у наредни временски корак. Алгоритам jе дат у Таб. 4.1.
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Табела 4.2: Локални Њутн-Рапсонов алгоритам за SMA конститутивни модел

1. Нека jе k = 0, ξt+∆t (0) = ξt , Gt+∆t (0) = Gt , αt+∆t (0) = αt , cm
t+∆t (0) = cm

t

2. Рачунамо функциjу трансформациjе (3.123)

Φt+∆t (k) = Φ
[

S
′t+∆t
∗, ξt+∆t (k), Tt+∆t , σm

t+∆t
]

Ако jе Φt+∆t (k) ≤ tolerance онда
Решење jе еластично - иди у наредни временски корак
или
Настави у фазну трансформациjу

3. Израчунати прираштаj удела мартензита у запремини у итерациjи

Φt+∆t (k) + d Φt+∆t (k) = Φt+∆t (k+1) = Φt+∆t (k) +
∂ Φt+∆t (k)

∂ξ
d ξt+∆t (k) ' 0

d ξt+∆t (k) = − Φt+∆t (k)

∂ Φt+∆t (k)

∂ξ

4. Прираштаj у кораку удела мартензита у запремини и текући удео мартен-
зита се ажурираjу као:

∆ ξt+∆t (k+1) = ∆ ξt+∆t (k) + d ξt+∆t (k)

ξt+∆t = ξt + ∆ ξt+∆t (k+1)

5. Ажурирање ефективног девиjатора напона:

St+∆t =


St+∆t
∗ − 3 Gt+∆t H∆ ξt+∆t ; ξ̇ > 0√

St+∆t
∗2 − 6 Gt+∆t H∆ ξt+∆t S′t+∆t

∗: etrt

etrt + 9 Gt+∆t 2H2∆ ξt+∆t 2; ξ̇ < 0

Нека jе k = k + 1 и иди у корак 2.

4.3 Интеграциjа напона за мале деформациjе

У случаjу малих деформациjа, пробна еластична девиjаторска деформациjа
e
′t+∆t E
∗ , средња деформациjа em

t+∆t и термичка деформациjа eth
t+∆t се могу

представити као [64,70]:

e
′t+∆t E
∗ = et+∆t − em

t+∆t I − etr
t −∆ etr

t+∆t , (4.14)
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em
t+∆t =

1

3

3∑
k=1

et+∆t
kk, (4.15)

eth
t+∆t = αt+∆t ∆T , (4.16)

где коефициjент термичког ширења αt+∆t зависи од ξ. Укупна деформациjа
на краjу корака и деформациjа трансформациjе из претходног корака су редом
t+∆te и tetr. Пре свега, термоеластичном предикциjом, претпоставља се да jе
прираштаj деформациjе трансформациjе ∆ etr

t+∆t jеднак нули (4.14). Пробни
еластични девиjатор напона S

′t+∆t E
∗ и средњи напон σm

t+∆t се рачунаjу уз прет-
поставку да нема фазне трансформациjе у кораку [64,70]:

S
′t+∆t E
∗ = 2 Gt+∆t e

′t+∆t E
∗ , (4.17)

σm
t+∆t = cm

t+∆t
(

em
t+∆t − eth

t+∆t
)
, (4.18)

где модул смицања Gt+∆t и модул стишљивости cm
t+∆t зависе од ξ. Сада, на-

стављамо алгоритмом датим у Таб. 4.2.
Коначно, са познатим вредностима удела мартензита у запремини ξt+∆t и

променљивим ажурираним током интеграциjе, девиjатор напона на краjу ко-
рака се може израчунати као [64,70]:

S
′t+∆t E =


St+∆t E

St+∆t E
∗

S
′t+∆t E
∗ ; ξ̇ > 0

S
′t+∆t E
∗ − 2 Gt+∆t H∆ ξt+∆t etrt

etrt ; ξ̇ < 0

.

Укупан напон и деформациjа трансформациjе (користећи jедначину (4.1)), на
краjу временског корака су дати као [64,70]:

σt+∆t = S
′t+∆t + σm

t+∆t I, (4.19)

etr
t+∆t = etr

t +


3H∆ ξt+∆t

2 St+∆t S
′t+∆t ; ξ̇ > 0

H∆ ξt+∆t

etrt etr
t ; ξ̇ < 0

. (4.20)

Оваj алгоритам користи напон декомпонован на девиjаторски и средњи део
и са апроксимациjом (4.1) решење се заснива на jедноj нелинераноj jедначини.
Алгоритам jе реформулисан у поређењу са алгоритмом радиjалног повратка ко-
ришћеним у [3], где jе коришћен укупан напон. За такву нумеричку имплемен-
тациjу алгоритма интеграциjе напона, у случаjу пропорционалног оптерећења,
имамо потпуно тачна решења [64, 84]. У случаjу произвољног оптерећења, од-
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ступање зависи од величине временског корака. Ово ће бити показано у одељку
са нумеричким примерима. Такође, ова итеративна процедура може бити ко-
ришћена за проблеме великих деформациjа што ће бити описано у наредном
одељку.

4.4 Интеграциjа напона за велике деформациjе

Предложеним унапређењима поступка интеграциjе, омогућено jе коришћење
процедуре за мале деформациjе за решавање проблема великих деформациjа
уз задовољење геометриjских релациjа битних за коначне деформациjе. Разли-
читим мерама деформациjа, одговараjу различите мере енергетски конjугова-
них напона датих у (3.78). Одабиром одређене мере деформациjе као улазне
величине, потребно jе прилагодити алгоритам тако да се резултуjући напон ко-
ректно трансформише на њоj конjуговану величину. У овом поглављу ће бити
представљен поступак интеграциjе напона за Оjлерову логаритамску меру де-
формациjе (Хенкиjева деформациjа) коjа се добиjа из левог Коши-Гриновог
тензора деформациjе.

Такође, треба напоменути да ће бити разматран случаj еластичног запремин-
ског одзива, као што jе случаj код пластичности метала. Идеjа jе раздвоjити
градиjент деформациjе на девиjаторски и запремински део применом мулти-
пликативне декомпозициjе. Тада уводимо, на основу [70, 86], следећу релациjу
за модификовани релативни и укупни градиjент деформациjе F

t+∆t

t и F
t+∆t

0 :

F
t+∆t

t =
(
det Ft+∆t

t

)− 1
3 Ft+∆t

t F
t+∆t

0 =
(
det Ft+∆t

0

)− 1
3 Ft+∆t

0 , (4.21)

при чему jе det F = 1.
У вези са тим дефинишемо леви Коши-Гринов тензор деформациjе b

t+∆t

коришћењем модификованог градиjента деформациjе F као [64,70]:

b
t+∆t

= F
t+∆t

0 F
t+∆t T

0 . (4.22)

Такође, пробни еластични леви Коши-Гринов тензор деформациjе b
t+∆t E

∗ се
може израчунати коришћењем познатих података за b

t E из претходног корака
[64,70] као:

b
t+∆t E

∗ = F
t+∆t

t b
t E

F
t+∆t T

t . (4.23)

У случаjу логаритамске деформациjе, укупна Хенкиjева деформациjа ht+∆t
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и пробна еластична Хенкиjева деформациjа e
′t+∆t E
∗ су:

ht+∆t =
1

2
ln b

t+∆t
=

3∑
k=1

ln
(

λk
t+∆t

)
qk

t+∆t qk
t+∆t , (4.24)

e
′t+∆t E
∗ = hEt+∆t

∗ =
1

2
ln b

t+∆t E

∗ =
3∑

k=1

ln
(

λk
t+∆t E

∗

)
qk

t+∆t qk
t+∆t , (4.25)

где су λk
t+∆t и λk

t+∆t E

∗ редом, укупна главна издужења и пробна еластична
главна издужења. qk

t+∆t су одговараjући главни правци тензора b
t+∆t и b

t+∆t E

∗ .
За израчунавање логаритамске деформациjе, неопходно jе наћи спектралну

декомпозициjу b
t+∆t и b

t+∆t E

∗ да би нашли главна издужења λk
t+∆t и λk

t+∆t E

∗

и правци qk. Тензор логаритамске деформациjе има више интересантних осо-
бина. Позната jе као природна мера деформациjе и користи се за директно
проширење поступка интеграциjе напона развиjеног за мале деформациjе на
проблеме великих деформациjа. Такође, коришћењем логаритамске деформа-
циjе, могуће jе изразити промену запремине коришћењем главних деформациjа.
Ово jе важно за пластичност и SMA материjале jер су нееластичне деформациjе
девиjаторске.

У овом случаjу, с обзиром на (3.69), може се претпоставити и пробна де-
формациjа трансформациjе, коjа ће бити и коначна за случаj да jе решење ела-
стично и да нема фазне трансформациjе. Пробна деформациjа трансформациjе
се може израчунати као:

etr
t+∆t

∗ = ht+∆t − hEt+∆t
∗. (4.26)

Она се користи као правац интеграциjе напона за мартензитну трансформациjу
уназад. Таква претпоставка, дефинише тачан правац интеграциjе напона за
случаj великих деформациjа.

За познато пробно еластично стање, примењуjе се исти поступак интеграциjе
као у случаjу малих деформациjа (Таб. 4.2) на проблеме великих деформациjа
[64,70].

Ажурирање левог Коши-Гриновог тензора b
t+∆t E jе дефинисано експонан-

циjалним мапирањем нееластичног градиjента деформациjе као у [84,85]:

FINt+∆t = exp (∆etr) FINt . (4.27)
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Инверзна релациjа jе тада:

FINt+∆t −1 = FINt −1exp (−∆etr) . (4.28)

Даље се коришћењем мултипликативне декомпозициjе (3.51), FE = FFIN−1

добиjа да jе:
FEt+∆t = FEt

∗exp (−∆etr) , (4.29)

jер jе:
FE
∗ = Ft+∆t FINt −1. (4.30)

Применом апроксимациjа предложених у [84] да jе:

exp (−∆etr) = (1−∆etr) , (4.31)

може се показати да jе:

b
t+∆t E

= b
t+∆t E

∗
(
1− 2∆ etr

t+∆t
)
. (4.32)

За случаj логаритамске деформациjе, ажурирање деформациjе трансформациjе
на краjу временског корака jе дато као:

etr
t+∆t = ht+∆t − hEt+∆t , (4.33)

где jе

hEt+∆t =
1

2
ln b

t+∆t E
. (4.34)

Као што се може запазити, поступак интеграциjе напона jе исти за мале и
велике деформациjе, а разлика jе у задовољењу геометриjских захтева коришће-
њем одговараjућих мера деформациjа и напона. Да би се то постигло, користе
се коначне мере деформациjа, коjе jе након интеграциjе неопходно кориговати
на одговараjући начин. Дакле, коришћењем мултипликативне декомпозициjе
градиjента деформациjе, поларне декомпозициjе и укупних мера деформациjе
у предложеном алгоритму, могу се лако решавати проблеми са великим дефор-
мациjама [64,84].



Глава 5

Термо-механичка спрега програма
за структурну и анализу
провођења топлоте у SMA

Познато jе, и у експерименталном испитивању и моделирању, да jе термо-
механичка спрега веома jака код SMA, нарочито при великим брзинама дефор-
мациjе, jер су тада процеси блиски адиjабатским [8, 13]. Производња латентне
топлоте или њена апсорпциjа утиче на повећање или смањење температуре ма-
териjала, коjе jе одговорно за промену материjалних карактеристика SMA. Као
што jе показано у [3] производња латентне топлоте jе уско повезана са променом
количином мартензитне фазе (удео мартензита у запремини).

5.1 Jедначина баланса енергиjе за спрегнуте

проблеме

Полазећи од Првог и Другог закона термодинамике, показано jе да jе уну-
трашња дисипациjа представљена jедначином (3.95). Увођењем Гипсове сло-
бодне енергиjе и Лежандреове трансформациjе, добиjамо коначан облик Клау-
зиjус - Планк неjеднакости (3.114). Са ове тачке гледишта, може се рећи да jе
на основу [3]:

Πξ̇ = σ : d− ρu̇+ ρT ṡ. (5.1)

Коришћењем првог закона термодинамике (3.83), може се добити да jе на основу
[3]:

ρṡT − Πξ̇ = −div(q) + ρq. (5.2)

86
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Коришћењем jедначина (3.100), (3.97) и (3.114), можемо дефинисати извод ен-
тропиjе ṡ као [3]:

ṡ = − ∂ġ
∂T

=
∂2g

∂T∂σ
: σ̇ +

∂2g

∂T 2
Ṫ +

1

ρ

∂Π

∂T
ξ̇. (5.3)

Гипсова слободна енергиjа g и термодинамичка сила Π су дате редом jедна-
чинама (3.107) и (3.115). Сменом у релациjу за брзину ентропиjе (5.3), доби-
jамо [3]:

∂2g

∂T∂σ
= −α

ρ
(5.4)

∂2g

∂T 2
= − c

T
(5.5)

1

ρ

∂Π

∂T
=

1

ρ
∆α : σ −∆c ln

(
T

T0

)
+ ∆s0. (5.6)

Експлицитни облик за брзину ентропиjе може се добити сменом у (5.3) [3]:

ṡ = −α
ρ

: σ̇ − c

T
Ṫ +

(
1

ρ
∆α : σ −∆c ln

(
T

T0

)
+ ∆s0

)
ξ̇. (5.7)

Сада jедначина (5.2) добиjа следећи облик [3]:

− Tα : σ̇− ρcṪ +

(
−Π + T∆α : σ − ρ∆cT ln

(
T

T0

)
+ ρ∆s0T

)
ξ̇ = −div(q) + ρq.

(5.8)
Ово формула представља jедначину баланса енергиjе за спрегнуте SMA про-
блеме. Први члан израза jе повезан са утицаjем напонског стања на промену
температуре. Други члан израза jе повезан са специфичном топлотом, док
трећи члан повезуjе промену температуре са променом удела мартензита у за-
премини. Уз претпоставку да jе ∆α = 0 и ∆c = 0, односно да су дати матери-
jални параметри исти за аустенитну и мартензитну фазу, jедначина провођења
топлоте има следећи облик:

− Tα : σ̇ − ρcṪ + (−Π + ρ∆s0T ) ξ̇ = −div(q) + ρq. (5.9)

5.2 Термомеханичка спрега и методе решавања

За разматрање термомеханичке спреге коришћен jе партиционисани при-
ступ [61]. МКЕ програми за структурну анализу и провођења толоте су пове-
зани коришћењем софтверског инжењеринга базираног на компонентама - Би-
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блиотека шаблона за компоненте (енг. Component Template Library) (CTL) [63].
CTL jе коришћен као комуникациони интерфеjс. CTL jе већ до сада коришћен
за партиционисани алгоритам спрезања (флуид-структурна интеракциjа) [62].
Коришћењем CTL, компоненте коjе се спрежу су независне од локациjе и могу
бити повезане кроз комуникациони канал као нпр. Трансмисиони контролни
протокол и Интернет протокол (енг. Transmission Control Protocol and Internet
Protocol) (TCP/IP), Интерфеjс за пренос порука (енг. Message Passing Interface)
(MPI), Сигурносна љуска (енг. Secure Shell) (SSH), итд.

За реализациjу термомеханичке спреге неопходно jе имати наjмање два про-
грамска кода, коjа могу независно да симулираjу провођење топлоте и меха-
ничко понашање материjала. Сваки од ових програма може решити независно
jедну врсту физичког проблема. Да би симулирали дате физичке феномене,
развиjен jе ефикасан алгоритам за комуникациjу између кодова.

За ову намену, усвоjен jе партиционисани приступ на принципима нелине-
арне блок-Гаус (Gaus)-Заjдел (Seidel) нумеричке процедуре за jако спрезање
[61]. Алгоритам jе заснован на размени информациjа између два програма.
Програм за структурну анализу израчунава дисипациону енергиjу ослобођену
током фазне трансформациjе (или нпр. пластичне деформациjе). Та енергиjа
прелази у унутрашњу топлоту коjа се даље користи у програму за пренос то-
плоте као запремински извор за рачунање промене температуре. Промена тем-
пературе утиче на промену функциjе трансформациjе и термодинамичку силу
(или материjалне карактеристике и додатна промена нееластичних деформа-
циjа). Програм за структурну анализу такође рачуна термичке деформациjе
узроковане променом температуре. Ефекти међудеjства се узимаjу у обзир код
синхорнизациjе спрегнутих променљивих стања: удео мартензита у запремини
(или ефективна пластична деформациjа) и температура.

5.2.1 Програм за провођење топлоте - ПАК-Т

Програм за провођење топлоте софтвера (Програм за Анализу Конструк-
циjа (ПАК)) [60] пружа могућност да се реше проблеми провођења топлоте
кроз чврста тела коришћењем МКЕ са граничним условима: конвекциjа на
делу површине, задат површински флукс, задате температуре, радиjациjа, итд.
Поступак заснован на основним принципима одржања енергиjе jе коришћен за
решавање jедначине баланса енергиjе [66,87]:

dQ
dt

=
dU
dt
, (5.10)
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где jе Q топлота додата систему и U jе унутрашња енергиjа. Промена унутра-
шње енергиjе jе дата као [87]:

dU
dt

=

∫
V

ρc
dT

dt
dV , (5.11)

где jе ρ густина материjала, c jе специфична топлота и dV jе елементарна за-
премина. Промена топлотне енергиjе се може описати као [87]:

− dU
dt

=

∫
V

div q dV , (5.12)

где jе q топлотни флукс кроз елементарну запремину dV .
Из Фуриjевог (Fourier) закона за провођења топлоте [87]:

q = −k∇T , (5.13)

jедначина енергетске равнотеже jе изведена као [3]:

− ρc∂T
∂t

+∇T (k∇T ) + q + (qdis − T0αcm ˙em) = 0, (5.14)

где jе q локални топлотни извор, k проводљивост материjала, T = ∇T jе гра-
диjент температуре и qdis jе елементарна енергиjа дисипациjе. Израз −T0αcm ˙em

описуjе Гауг-Џулов (Gough-Joule) ефекат (пиезокалориметриjски или термоела-
стични ефекат такође познат и као Лорд Келвинова (Lord Kelvin) формула) [88]
коjа даjе пад температуре када jе материjал под еластичним затезањем и пове-
ћање температуре услед оптерећења притиском [89].

Израз у загради представља дисипативну енергиjу описану jедначином (5.15)
и термоеластични ефекат [88]. Елементарна дисипативна енергиjа qdis фазне
трансформациjе претворена у топлоту jе дата као [3]:

qdis = η (Π− ρ∆s0T ) ξ̇, (5.15)

где jе η фактор дисипациjе, Π термодинамичка сила мартензитне трансфор-
мациjе, ξ̇ jе брзина промене удела мартензита у запремини, производ ρ jе гу-
стина материjала и ∆s0 jе разлика ефективне ентропиjе у растерећеном стању
за мартензитну и аустенитну фазу [3]. Може се запазити да jе количина енер-
гиjе дисипациjе пропорционална брзини промене удела мартензита у запремини.
Jедначина (5.15) такође описуjе промену температуре услед промене удела мар-
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тензита у запремини, коjа jе у вези са латентном топлотом фазне трансформа-
циjе [3]. Енергиjа настала услед фазне трансформациjе се рачуна на нивоу
интеграционе тачке у програму за структурну анализу ПАК-С. Енергиjа се
даље преноси CTL-ом, програму за провођење топлоте (ПАК-T) [60] као извор
унутрашње топлоте. ПАК-T израчунава промену температуре и враћа ПАК-С
ради даље интеграциjе напона. Шема термомеханичке спреге jе дата на Сл. 5.1
коришћењем CTL интерфеjса.

Множењем jедначине (5.14) тежинским функциjама hI (Галеркинов (Galerkin)
метод) [66,87], добиjамо:

−
∫
V

ρchI
dT

dt
dV +

∫
V

hI
(
∇Tk∇T

)
dV +

∫
V

hIqdV+

∫
V

hI (qdis − T0αcm ˙em) dV = 0, ∀hI .
(5.16)

Применом Гринове формуле на други интеграл у jедначини (5.16) и коришће-
њем истих интерполационих функциjа за температуре, добиjамо [87]:

∑
J

∫
V

hI
(
∇Tk∇hJ

)
dV

T J = −
∑
J

∫
V

(∇hIk∇hJ) dV

hJ +

∫
S

hIqndS,

(5.17)
где су T J температуре у чворовима, hJ су интерполационе функциjе, што значи
да jе температура у било коjоj тачки запремине:

T (x, y, z) =
∑
J

T JhJ(x, y, z). (5.18)

Такође, qn = nTq jе укупан топлотни флукс на ограниченоj површи коjи се са-
стоjи од задатог улазног топлотног флукса на делу површине (qS), конвективног
флукса:

qc = hc (T0 − T ) (5.19)

и флукса радиjациjе:
qr = hr (Tr − T ) . (5.20)

Ово даjе [87]:

∫
S

hIqnds = QS
I +

(
Qc
I −

∑
J

Kc
IJT

J

)
+

(
Qr
I −

∑
J

Kr
IJT

J

)
. (5.21)
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Из претходних jедначина, равнотежа енергиjе се добиjа као [87]:

CṪ + KT = Q, (5.22)

где jе:

CIJ =

∫
V

ρchIhJdV , (5.23)

KIJ = Kk
IJ +Kc

IJ +Kr
IJ , (5.24)

Kk
IJ =

∫
V

∇hIk∇hJdV , (5.25)

QI = Qq
I +QqS

I +Qc
I +Qr

I +Qdis
I . (5.26)

Дискретизациjом у времену, нелинеарна jедначина равнотеже енергиjе се може
решити итеративно [87]:

1

∆t
C(i−1)

(
t+∆tT(i−1) − tT + ∆T(i)

)
+ K(i−1)

(
t+∆tT(i−1) + ∆T(i)

)
= t+∆tQ(i−1),

(5.27)

∆T(i) =
(
K̂(i−1)

)−1
t+∆tQ̂(i−1), (5.28)

где jе:

K̂(i−1) = K(i−1) +
1

∆t
C(i−1), (5.29)

t+∆tQ̂(i−1) = t+∆tQ(i−1) −K(i−1)t+∆tT(i−1) − 1

∆t
C(i−1)

(
t+∆tT(i−1) − tT

)
. (5.30)

Ова итеративна процедура траjе све док jе прираштаj температуре већи од
неке толеранциjе. Такође, горњи леви индекси t и t + ∆t обележаваjу редом
претходни и текући временски корак. Такође координате чворова елемената се
ажурираjу у текућем временском кораку у складу са деформациjама мреже до-
биjеним из програма за структурну анализу ПАК-С. Ово значи да се градиjент
температуре и интеграциjа врше у текућоj конфигурациjи.

5.2.2 Програм за структурну анализу - ПАК-С

Програмом за структурну анализу софтвера ПАК (ПАК-С) могуће jе ре-
шавати линеарне и нелинеарне структурне проблеме. Прво, уводимо релациjе
неопходне за МКЕ формулациjу за тродимензионални елемент. Релациjе за
интерполациjу геометриjе и померања су дате као [87]:

xp = Hintxn, (5.31)
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up = Hintun, (5.32)

где су xp и up координате и померања материjалне тачке, xn и un су координате
и померања чворова елемента и Hint jе интерполациона матрица. Вектор укупне
деформациjе e jе одређен у материjалноj тачки релациjом [87]:

e = Bun, (5.33)

где jе B матрица извода интерполационих функциjа по координатама. За ела-
стични и термоеластични материjал, напон се одређуjе конститутивном рела-
циjом:

σ = Cel (e− ethI) , (5.34)

где jе Cel еластична конститутивна матрица и eth jе термичка деформациjа. За
коначне мере деформациjа, равнотежне jедначине се могу извести у следећем
облику [61,62,90]:

− div(τ ) = rs, (5.35)

τ = 2Gh + cm(trh)I, h = ln v, b = FFT = v2 (5.36)

где "tr" представља функциjу "трага", τ jе Кирхофов напон, h jе Хенкиjева
(логаритамска) деформациjа, F jе градиjент деформациjе, v jе леви тензор из-
дужења, b jе леви Коши-Гринов тензор деформациjе и rs jе оптерећење тела.
Jедначине (5.34),(5.35),(5.36) представљаjу исте конститутивне релациjе за ра-
зличите мере деформациjа и напона.

Са ове тачке гледишта, можемо дефинисати матрицу крутости елемента
као [87]:

K =

∫
V

BTCelBdV . (5.37)

Силе у чворовима елемента се могу одредити из равнотеже виртуалног рада [87]:

δPint =

∫
V

δeTσdV = δun
T

∫
V

BTσdV = δun
TFint, (5.38)

па онда имамо:

Fint =

∫
V

BTσdV . (5.39)

Одавде, добиjамо да jе [87]:
Fint = Kun. (5.40)

Дакле, померање un jе линеарна функциjа вектора унутрашњих сила Fint
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што значи да jедначина (5.40) одговара линеарноj анализи. Уколико то ниjе
случаj, онда говоримо о геометриjском и материjалном нелинеарном понашању.
Класификациjа нелинеарног понашања се може разматрати зависно од типа
анализе. Формулациjа су дате у Таб. 5.1.

Табела 5.1: Класификациjа нелинеарне анализе [66]

Тип анализе Формулациjа Мере напона и дефор-
мациjе

Материjална нелинеар-
ност

Материjална нелинеар-
ност (МНО)

Инжењерски напон и
деформациjа

Велика померања,
велике ротациjе, али
мале деформациjе

Тотални Лагранжиjан
(ТЛ)

Други Пиола-
Кирхофов напон,
Грин-Лагранжеова
деформациjа

Кориговани Лагранжи-
jан (КЛ)

Кошиjев напон, Алман-
сиjева деформациjа

Велика померања,
велике ротациjе, велике
деформациjе

Тотални Лагранжиjан
(TL)

Други Пиола-
Кирхофов напон,
Грин-Лагранжеова
деформациjа

Кориговани Лагранжи-
jан (КЛ)

Кошиjев напон, логари-
тамска деформациjа

Коришћењем равнотеже (5.35) и кинематских и конститутивних jедначина
(5.36), нелинеарни систем jедначина се може формулисати коришћењем стан-
дардне процедуре дате у [66]. Таj систем се може решити коришћењем класичне
итеративне Њутн-Рапсонове методе [66,87]:

Kt+∆t (i−1)∆un
(i) = rs

t+∆t − Fint
t+∆t (i−1), (5.41)

un
t+∆t (i) = un

t+∆t (i−1) + ∆un
(i), (5.42)

са почетним условима:

un
t+∆t (0) = un

t Kt+∆t (0) = Kt Fint
t+∆t (0) = Fint

t , (5.43)

где jе Kt+∆t (i−1) тангентна матрица крутости конструкциjе [66], ∆un
(i) jе вектор

прираштаjа померања у чворовима, rs
t+∆t jе спољашња сила и Fint

t+∆t (i−1) jе
унутрашња сила.

Зависно од формулациjе коjа се користи, разликуjу се две могуће вариjанте:
Тотални Лагранжиjан (ТЛ) (енг. Total Lagrangian - TL) и Кориговани Лагран-
жиjан (КЛ) (енг. Updated Lagrangian - UL). Код Тоталног Лагранжиjана, све
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статичке и кинематске променљиве се односе на почетну конфигурациjу, док
се код Коригованог Лагранжиjана користи исти поступак, али се све промен-
љиве односе на последњу тj. текућу конфигурациjу. Више детаља и упоредна
анализа коришћења jедног и другог поступка jе дата у [66].

Зависно од изабране формулациjе, jедначина равнотеже коначног елемента
може бити [66]:

• Материjална нелинеарност

Kt ∆un = rs
t+∆t − Fint

t , (5.44)

• Тотални Лагранжиjан

(
Kt0 L + Kt0 NL

)
∆un = rs

t+∆t − Fint
t
0 , (5.45)

• Кориговани Лагранжиjан

(
Ktt L + Ktt NL

)
∆un = rs

t+∆t − Fint
t
t , (5.46)

где су:
Kt , Kt0 L, Ktt L - линеарне матрице крутости
Kt0 NL, Ktt NL - нелинеарне матрице крутости (геометриjске).
Овде треба нагласити да се линеарне матрице крутости добиjаjу као:

KL =

∫
V

BT
LCBLdV , (5.47)

KNL =

∫
V

BT
NLσBNLdV , (5.48)

где jе:

C =
∂σ

∂e
, (5.49)

тангентна матрица. На брзину конвергенциjе Њутн-Рапсонове шеме, значаjно
утиче тачност рачунања тангентне матрице [64,66].
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5.3 Имплементациjа партиционисаног

алгоритма за термо-механичко спрезање

5.3.1 Математички опис

Термо-механички проблем коjи jе потребно решити партиционисаном про-
цедуром може бити уопштено описан нелинеарним системом jедначина [90]:

f(un, T ) = 0, (5.50)

g(un, T ) = 0, (5.51)

где су f и g редом термички и структурни потпроблем. Нумеричка симулациjа
прве jедначине jе изведена коришћењем програма ПАК-T, док jе нумеричка
симулациjа друге jедначине урађена коришћењем програма ПАК-С. Размена
података између ових компонената се одвиjа тако да jе решење термичког пот-
проблема f температура T за задата померања un, док су решења структурног
потпроблема g померања un за температуру T као задати параметар. Услед не-
линеарности система датог jедначинама (5.50), (5.51), коришћена jе блок Гаус-
Заjделова процедура за спрезање [61, 90]. Алгоритам решава систем у форми
итерациjе у фиксираноj тачки као:

T k+1 = F (un
k, T k), (5.52)

un
k+1 = G(un

k, T k+1), (5.53)

где jе k броjач итерациjа глобалне итеративне процедуре.
Да би израчунали утицаj структурне анализе на поље температуре, ПАК-T

програму jе неопходно познавање дисипативне енергиjе коjа изазива промену
температуре као унутрашњи извор. Тако да, дисипативна енергиjа мартензитне
трансформациjе узрокована померањем се рачуна у свакоj интеграционоj тачки
и прослеђуjе се ПАК-T програму као променљива стања за спрезање. Енергиjа
дисипациjе се може израчунати као:

qdis
k
i = η

(
Πk
i − ρ∆s0T

k
i

)
ξ̇
k

i , (5.54)

где jе i текући броj интеграционе тачке, η jе фактор дисипациjе, Πk
i , T ki и ξ̇

k

i

су термодинамичке силе, температура и брзина промене удела мартензита у
запремини у одговараjућоj итерациjи и интеграционоj тачки. За прослеђену
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енергиjу, ПАК-T рачуна ново поље температура у конструкциjи и враћа ПАК-
С програму на корекциjу померања у интергационоj процедури датоj у Гл. 4.
Оваj процес се понавља све док глобални критериjум конвергенциjе:

qdis
k − qdisk−1

qdisk−1
< tolW , (5.55)

не буде задовољен. Одавде, qdisk jе енергиjа дисипациjе целе конструкциjе, а
tolW jе толеранциjа коjа дефинише конвергенциjу глобалних итерациjа. Ко-
начно, дисипативна енергиjа целе конструкциjе може бити израчуната као:

qdis
k =

P∑
i=1

qdis
k
i (5.56)

где jе P укупан броj интеграционих тачака.

5.3.2 Имплементациjа

За комуникациjу између компонената софтвера за провођење топлоте и струк-
турну анализу коришћен jе CTL као мидлвер (енг. middleware). Компонента
jе jединица програмске структуре коjа покрива имплементациjу преко интер-
феjса коjи се састоjи од сервиса коjе пружа компонента другим компонентама
система. Иако jе заснован на C++ генеричком шаблонском програмирању, CTL
пружа C, FORTRAN или C++ интерфеjсе. Компоненте су независне од лока-
циjе и може им се приступити кроз комуникационе канале као што су TCP/IP,
MPI, SSH, итд.

Реализациjа спрезања jе изведена креирањем компонената од два поjеди-
начна програма коришћењем CTL. Клиjентска апликациjа мора бити напра-
вљена у C++, коjи позива компоненте. За компоненту провођења топлоте
(ПАК-T), коришћен jе FORTRAN CTL интерфеjс, иако jе његова функционал-
ност ограничена, jер FORTRAN-ски код ниjе обjектно ориjентисан програмски
jезик. CTL C++ интерфеjс jе коришћен за структурну компоненту ПАК-С, jер
jе неопходно прихватити показивач на инстанцу обjекта ПАК-T. Такође, неоп-
ходно jе написати C++ љуску (енг. wrapper) око ПАК-С кода, jер jе ПАК-С
програм написан у FORTRAN-у. Све ово jе потребно спровести тако да компо-
нента ПАК-С може директно да комуницира са компонентом ПАК-T.

Шема партиционисаног спрезања jе дата на Сл. 5.1. Клиjентска апликациjа
jе коришћена за инициjализациjу компоненте. Прво се компонента ПАК-T ини-
циjализуjе и прослеђуjе компоненти ПАК-С као инициjализациони аргумент.
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Слика 5.1: Шема термо-механичког спрезања коришћењем CTL интерфеjса
(захвалност колеги Ненаду Бусарцу)

Након инициjализациjе компонената, paksCI_solve_step функциjа извршава
jедан корак у петљи по корацима. Почетна температура за текући временски
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корак се рачуна позивањем paktCI_solve и даљим прослеђивањем из компо-
ненте ПАК-T преко paktCI_gettemperatures до ПАК-С. На овом месту, све
променљиве неопходне за рачунање напона и деформациjа су примљене. На-
редни блок представља петљу по итерациjама у временском кораку компоненте
ПАК-С. На почетку сваке итерациjе, израчунаваjу се напони и деформациjе.
Истовремено, енергиjа дисипациjе се рачуна за све интеграционе тачке. На-
кон тога, енергиjа дисипациjе се шаље компоненти ПАК-T, где се користи као
запремински топлотни извор. На краjу сваке итерациjе, проверава се критери-
jум конвергенциjе. Уколико jе конвергенциjа постигнута, ПАК-С компонента
излази из итерационе петље и враћа се у клиjентску петљу по временским ко-
рацима. Свакако, у случаjу да критериjум конвергенциjе ниjе задовољен, цела
процедура се понавља испочетка. Да би смањили броj итерациjа, унутрашња
итерациона петља компонента ПАК-С се користи истовремено и за глобалне
итерациjе.



Глава 6

Верификациjа спрегнутог
термо-механичког модела
поређењем са експерименталним
резултатима

6.1 Експериментални детаљи испитивања на

затезање SMA узорака

Експерименти су спроведени на TiNi SMA узорцима (произведеним у Фу-
ракава Електрик компаниjи (Furukawa Electric Co.)), на Институту за основна
технолошка истраживања, Пољска академиjа наука1 и Аичи технолошком ин-
ституту2, Тоjота, Jапан. Микроструктура TiNi легуре jе добиjена коришћењем
Трансмисионог електронског микроскопа (енг. Transmission Electron Microscopy)
(TEM) са високом резолуциjом (Jem 310, JOEL Co.) (Сл. 6.1 [8]). Као што су
Пиечиска и остали запазили у [8]: "микроструктура jе карактерисана униформ-
ном расподелом, регуларним зрнима пречника приближно 80 nm." [16]

SMA епрувете су механички оптерећене и растерећене електро-механичком
Инстрон (Instron) 5867 кидалицом на собноj температури (приближно 250C),
коjа jе изнад Af температуре, па jе очекивано понашање материjала псеудоела-
стично. Процес оптерећења и растерећења може бити контролисан силом или
померањем. У случаjу експеримената код коjих jе оптерећење задато брзином

1Институт за основна технолошка истраживања (пољ. Instytut Podstawowych Problemow
Techniki - IPPT) (IPPT), Пољска академиjа наука (пољ. Polskiej Akademii Nauk - PAN) (PAN)

2Аичи технолошки институт (енг. Aichi Institute of Technology) (AIT)
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Слика 6.1: TEM слика TiNi SMA у референтном стању (захвалност Данути
Штроц (енг. Danuta Stroz, University of Silesia, Poland)) [8]

промене напона 12.5 MPa/s, 25 MPa/s и 50 MPa/s, кидалица jе контролисана
задатом силом. С друге стране, када jе оптерећење задато брзином промене
деформациjе 10−3 s−1, 10−2 s−1 и 10−1 s−1, кидалица се управља задатим поме-
рањима. Неколико сериjа оптерећења и растерећења jе извршено за сваки ек-
сприментални тест. Поред тога, брзом и осетљивом "FLIR Co" инфрацрвеном
камером jе забележена процена утицаjа ефекта термомеханичке спреге услед
мартензитне трансформациjе изазване променом напона (енг. Stress Induced
Martensitic Transformation) (SIMT) [8]. Шема експерименталне опреме jе при-
казана на Сл. 6.2 док фотографиjе на Сл. 6.3(a) и Сл. 6.3(b) приказуjу TiNi
SMA у чељустима кидалице [8, 16].

Експериментални подаци добиjени затезањем SMA за различите брзине на-
пона и деформациjа су анализирани представљеним спрегнутим термомеханич-
ким МКЕ моделом, добиjеним модификациjом феноменолошког Лагоудасовог
конститутивног модела [3] имплементираним у ПАК-С софтвер за структурну
анализу [59] и у ПАК-Т софтвер за анализу провођења топлоте [60]. Резул-
тати добиjени експериментом и МКЕ моделирањем су поређени и дискутовани
у оквиру ове главе. [16]

Епрувете облика траке (160 mm × 10 mm × 0.38 mm), исечене из TiNi SMA
(50.5at% Ni) листова, су постављене у специjално направљен држач да би се
обезбедила тачност функционисања експерименталног система коjи се састоjи
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Слика 6.2: Шема експерименталног система за термомеханичко испитивање
SMA (GL обележава дужину мерача кидалице екстензометра) [16].

(a) TiNi SMA у чељустима ки-
далице

(b) кидалица и инфрацрвени мерни систем

Слика 6.3: Фотографиjа експерименталне опреме дизаjниране за термомеха-
ничко испитивање SMA [14]

од TiNi узорка, механичког екстензометра и држача кидалице (Сл. 6.3) [14,16].
Коришћен jе механички екстензометар са параметром 25mm+50%. Одговара-
jуће функционисање мерног система jе верификовано током инициjалне про-
цедуре калибрациjе коjа укључуjе тестове на затезање изведене коришћењем
ласерског екстензометра, коjи дозвољава мерење деформациjе независно од ути-
цаjа кидалице [8]. Експериментална процедура jе понављана, све док ниjе доби-
jено добро слагање вредности деформациjа забележених ласерским и механич-
ким екстензометром, jер само механички екстензометар може бити коришћен
током експерименталне процене ефеката термомеханичког спрезања, због мо-
гућег утицаjа ласера на инфрацрвена мерења. Добиjене вредности напона и
деформациjа дате у диjаграмима (Сл. 6.5 до 6.16), су дати у односу на текући
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попречни пресек епрувете и представљаjу стварни напон и деформациjу [16]:

σtrue =
l + ∆l0
l0S0

F, εtrue = ln
l + ∆l

l0
, (6.1)

где jе l0 дужина епрувете пре оптерећења, ∆l jе издужење, S0 jе површина
попречног пресека и F jе задата сила. Инфрацрвена камера омогућава сни-
мање промене температуре на испитиваноj површини на различите начине: као
просечна вредност са одабране области, линиjе, тачака, итд. Резултати тем-
пературе дати на Сл. 6.5 до 6.16, су израчунати као просечни са површине
узорка [18]. Промене температуре представљене као функциjа деформациjе
или времена указуjе на развоj процеса мартензитне трансформациjе унапред и
уназад [16].

6.2 Опис МКЕ модела

Понашање експериментално испитиваних узорака jе моделирано коришће-
њем МКЕ тродимензионалних елемената [16]. МКЕ мрежа се састоjи од 400
елемената (80× 5 × 1) са 972 чвора (Сл. 6.4). Димензиjе модела су исте као
и димензиjе експериментално тестираних узорака датих у Одељ. 6.1. Три вр-
сте могућих гранични услова за такве случаjеве моделирања су дискутовали
Jанг и Дуи у [58]. Као одгoвараjуће решење, за велике металне чељусти на
кидалици у односу на дебљину узорака коришћених у експериментима, при-
мењена jе прва врста граничних услова, презентована у [58], коjа подразумева
да jе температура на краjевима узорка фиксирана на температуру околине, а
чељусти кидалице се моделираjу као перфектни понори топлоте [16]. Радна
дужина узорка jе ограничена држачима кидалице на 100 mm, тако да jе 15
редова елемената на левоj страни узорка фиксирано и 15 редова елемената на
десноj страни jе оптерећено. Слободна конвекциjа jе задата на елементима из-
међу чељусти, са коефициjентом конвекциjе усвоjеним према литератури [58].
Исти гранични услови су коришћени за све тестове разматране у овоj глави.
Иста МКЕ мрежа jе коришћена за структурну анализу и провођење топлоте са
граничним условима приказаним на Сл. 6.4 [16].

Материjални параметри TiNi SMA коришћени код свих нумеричких тестова
су дати у Таб. 6.1. Идентификациjу материjалних и термодинамичких пара-
метара за коришћену TiNi легуру, неопходних за SMA моделирање, jе презен-
товала Пиечиска у [13, 14]. До сада jе изведен широк спектар специjално при-
премљених инициjалних тестова као нпр. DSC и додатних тестова на затезање
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Слика 6.4: Мрежа коначних елемената са приказаним оптерећењем и гранич-
ним условима

Табела 6.1: Материjални параметри SMA идентификовани за нумеричку ана-
лизу тестова на затезање у одељку 6 [16]

EA EM αA αM
59.2 GPa 45 GPa 11.0 · 10−6K−1 11.0 · 10−6K−1

M0s M0f A0s A0f

213K 209K 270K 276K
H ν ρ∆sA ρ∆sM

0.06 0.41 −0.378 MPa K−1 −0.378 MPa K−1

h cp λc ρ
6.5 W m−2K−1 460 J kg−1K−1 18 W m−2K−1 6.29 g cm−3

n1 n2 n3 n4

0.2 0.2 0.25 −0.35

у термичкоj комори на три различите температуре са малим брзинама дефор-
мациjе. Из добиjених резултата, могуће jе дефинисати нагиб SMA фазног ди-
jаграма cM,A коjи може бити дат као cM,A = ρ∆s0

H
[78]: где jе H максимална

ефективна деформациjа трансформациjе. Мартензитна почетна (Ms) и краjња
(Mf ) као и аустенитна почетна (As) и краjња (Af ) температура су процењене
из резултата добиjених за TiNi SMA тестове на затезање и поређења са DSC
резултатима у [13]. Процењене вредности SMA параметара се благо разликуjу
у зависности од коришћене технике, као и због тога што у DSC процесу транс-
формациjа се развиjа у свим правцима док jе током тестова на затезање jедан
правац фаворизован. За TiNi SMA коришћеном у овом истраживању, закљу-
чено jе да jе Af приближно jеднако 276 K, па jе очигледно да ће SMA манифе-
стовати ПЕ понашање током деформациjе на собноj температури. Глатка (енг.
smooth) функциjа оjачања користи експоненте n1, n2, n3, n4 за жељени ниво за-
кривљености криве у почетном и краjњем делу фазне трансформациjе [3]. Дати
параметри су одабрани у складу са обликом кривих напон-деформациjа доби-
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jених из тестова на затезање [16].

6.3 Експериментални и нумерички резултати

Експериментални и нумерички резултати стварног напона и промене средње
вредности температуре према стварноj деформациjи, добиjени током TiNi SMA
затезања за различите брзине деформациjа и напона, су дати редом на Сл. 6.5
до 6.7 и на Сл. 6.8 до 6.10. Добиjени диjаграми потврђуjу егзотермни карактер
за мартензитну трансформациjу унапред, изазвану променом напона и ендо-
термни карактер за повратну трансформациjу, jер температура SMA узорка
расте током оптерећења и опада током процеса растерећења. За веће брзине
деформациjа, запажа се већа промена температуре, што значаjно утиче на ниво
напона код трансформациjе унапред и уназад [8].

6.3.1 Затезање контролисано деформациjом:

експериментални и нумерички резултати

Експерименталне криве зависности напона и промене средње вредности тем-
пературе према деформациjи, су приказане на Сл. 6.5(a), 6.6(a) и 6.7(a) за
TiNi SMA узорке испитиване на затезање за брзине деформациjа 10−3 s−1, 10−2

s−1 и 10−1 s−1, при чему се одговараjући нумерички резултати дати редом нa
Сл. 6.5(b), 6.6(b) и 6.7(b). Посматраjући Сл. 6.5, може се запазити да током
оптерећења узорка средња температура расте приближно 20 K. Ипак, на вред-
ности стварне деформациjе од око 0.055, температура почиње да опада. То
значи да jе мартензитна трансформациjа унапред скоро завршена у овоj фази
SMA оптерећења: пренос топлоте чељустима кидалице и топлотна конвекциjа jе
већа у поређењу са генерисањем топлоте услед егзотермне мартензитне транс-
формациjе унапред. Са Сл. 6.5, такође уочавамо да jе температура узорка по
завршетку циклуса нижа у односу на почетну температуру. За веће брзине де-
формациjе, нпр. 10−2s−1, петља напон-деформациjа jе много ужа због значаjног
утицаjа ефекта термомеханичког спрезања, нпр. температура SMA узорка ра-
сте за 39 K (Сл. 6.6(a)). За брзину деформациjа 10−1s−1, хистерезисна петља
напон-деформациjа jе наjужа (Сл. 6.7(a)). Уочен jе велики пораст температуре
за 56 K и криве зависности промене температуре према деформациjи се скоро
поклапаjу за трансформациjу унапред и уназад. Ово указуjе да jе тест изведен
у скоро адиjабатским условима [16].

Максимална укупна деформациjа задата у нумеричкоj анализи jе била 8%.
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(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.5: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена тем-
пературе - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином деформациjе
10−3s−1 [8, 16]

Сви нумерички тестови разматрани за различите брзине деформациjа су из-
ведени у 160 jеднаких временских корака одговараjуће величине коjа зависи
од брзине оптерећења. Нумерички резултати показуjу слично квалитативно и
квантитативно понашање кривих зависности напон-деформациjа и средња про-



ГЛАВА 6. ВЕРИФИКАЦИJА ТЕРМОМЕХАНИЧКЕ СПРЕГЕ 106

(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.6: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена тем-
пературе - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином деформациjе
10−2s−1 [8, 16]

мена температуре - деформациjа за све тестове; Сл. 6.5(b), 6.6(b) и 6.7(b) у
поређењу са експерименталним; Сл. 6.5(a), 6.6(a) и 6.7(a). Такође треба запа-
зити да су вредности ефекта засићења мартензитне трансформациjе унапред
сличне за брзину деформациjе 10−3s−1 (Сл. 6.5). Штавише, ефекат трансфор-
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(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.7: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена тем-
пературе - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином деформациjе
10−1s−1 [8, 16]

мационог засићења jе такође потврђен моделирањем за брзину деформациjе
10−2s−1 и 10−1s−1 (Сл. 6.6 и 6.7) [16].
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6.3.2 Затезање контролисано силом: експериментални и

нумерички резултати

Експерименталне криве зависности напона и промене средње вредности тем-
пературе према деформациjи, добиjене за TiNi SMA подвргунтог циклусу опте-
рећења и растерећења затезањем за брзине напона 12.5 MPa/s, 25 MPa/s и 50
MPa/s, су дати на Сл. 6.8(a), 6.9(a) и 6.10(a), док су одговараjући нумерички
резултати приказани редом на Сл. 6.8(b), 6.9(b) и 6.10(b) [16]. Слично као у
претходно приказаним резултатима, у почетноj фази затезања, температура се
не мења, али ипак почне лагано да расте пре закривљења на зависности напон-
деформациjа [8, 12–14, 18]. Затим, услед генерисања топлоте узроковане егзо-
термном мартензитном трансформациjом унапред, средња температура узорка
рапидно расте за 33 K за брзину напона од 12.5 MPa/s (Сл. 6.8) и преко 40 K
за брзину напона 50 MPa/s (Сл. 6.10). Штавише, у поодмаклом стању транс-
формациjе, запажа се пад температуре узорка, што указуjе на фазу засићења
мартензитне трансформациjе унапред, слично као што се види на Сл. 6.5 до 6.7
за тестове на затезање контролисане деформациjом [16].

Сви нумерички тестови контролисани напоном су спроведени у 72 jеднака
временска корака одговараjуће величине коjа зависи од брзине оптерећења;
максимални задат напон jе 900 MPa. Нумеричка анализа даjе сличне кван-
титативне и квалитативне резултате за криве напон-деформациjа и промена
температуре-деформациjа (Сл. 6.8(b), 6.9(b) и 6.10(b)) у поређењу са експери-
менталним (Сл. 6.8(a), 6.9(a) и 6.10(a)). Штавише, слични ефекти засићења
за мартензитну трансформациjу унапред су добиjени и за експерименталне и
нумеричке резултате за све задате брзине напона [8, 16].

6.4 Дискусиjа верификационих резултата

Поређење експерименталних и нумеричких резултата добиjених током за-
тезања TiNi SMA, за различите брзине оптерећења jе дат на Сл. 6.11 до 6.14.
Поређење експерименталних резултата напон-деформациjа jе дат на Сл. 6.11(a)
и 6.13(a), где jе одговараjуће поређење промене температуре дато на Сл. 6.11(b)
и 6.13(b). Нумерички резултати напон-деформациjа су дати на Сл. 6.12(a) и
6.14(a), док jе одговараjуће поређење промена температуре - деформациjа при-
казано на Сл. 6.12(b) и 6.14(b) [16].

За веће брзине оптерећења, веће вредности напона и промене температуре
су добиjене за све тестове независно од начина оптерећења (Сл. 6.11 до 6.14).
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(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.8: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена тем-
пературе - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином напона 12.5
MPa/s [8, 16]

Температура SMA постаjе већа, jер jе мартензитна трансформациjа унапред
праћена великим генерисањем топлоте; у случаjу већих брзина оптерећења,
нема довољно времена да се ослобођена топлота одведе. Као резултат, темпе-
ратура узорка расте, изазиваjући већи ниво напона током оптерећења SMA и
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(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.9: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена темпе-
ратуре - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином напона 25 MPa/s
[8, 16]

већи нагиб кривих напон-деформациjа [16]. Значаjан скок температуре, коjи
прати оптерећење SMA на већим брзинама деформациjе, изазива виши ниво
температуре током процес растерећења, коjи резултира већим нивоом напона
ендотермне повратне трансформациjе и ужу хистерезисну петљу [16]. Због тога
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(a) експериментални резултати

(b) нумерички резултати

Слика 6.10: Поређење кривих зависности напон - деформациjа и промена тем-
пературе - деформациjа за TiNi SMA током затезања брзином напона 50 MPa/s
[8, 16]

што добиjена разлика промене температуре између трансформациjе унапред и
уназад постаjе све мања, крива промена температура - деформациjа jе такође
ужа (Сл. 6.11(b), 6.12(b), 6.13(b) и 6.14(b)). Посматрани ефекат указуjе на
jако термомеханичко спрезање, коjе изазива комплексно механичко и термичко
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(a) напон-деформациjа

(b) промена температуре - деформациjа

Слика 6.11: Поређење експерименталних кривих добиjених током TiNi SMA
затезања брзинама деформациjа 10−1s−1, 10−2s−1 и 10−3s−1 [8, 16]

стање током мартензитне трансформациjе изазване напоном, нарочито када су
услови блиски адиjабатским, нпр. за веће брзине оптерећења [91].

Коришћењем брзе и осетљиве инфрацрвене камере jе такође забележено, да
након растерећења SMA, температура узорка значаjниjе опада испод почетне
температуре за мање брзине деформациjе (Сл. 6.11(b) и 6.13(b)). Оваj термални
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(a) напон-деформациjа

(b) промена температуре - деформациjа

Слика 6.12: Поређење нумеричких кривих добиjених током TiNi SMA затезања
брзинама деформациjа 10−1s−1, 10−2s−1 и 10−3s−1 [16]

ефекат, [8,18] важан за друге врсте примене SMA као елемента за хлађење, jе та-
кође потврђен предложеним моделом и имплементациjом (Сл. 6.12(b) и 6.14(b)).
Такви резултати потврђуjу високу тачност коришћене опреме и експериментал-
ног приступа, као и коректност коришћеног модела [16].

Да би детаљниjе обjаснили разлику услова мартензитне трансформациjе
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(a) напон-деформациjа

(b) промена температуре - деформациjа

Слика 6.13: Поређење експерименталних кривих добиjених током TiNi SMA
затезања брзинама напона 12.5 MPa/s, 25 MPa/s и 50 MPa/s [8, 16]

изазване напоном између два примењена експериментална приступа (тестови
контролисани напоном или деформациjом), презентоване су зависности дефор-
мациjе и промене температуре од времена за брзину напона 25 MPa/s и бр-
зину деформациjе 10−2s−1 за експериментални и нумерички случаj на Сл. 6.15
и 6.16 [12]. Графикони доказуjу зашто су таква брзина напона и деформа-
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(a) напон-деформациjа

(b) промена температуре - деформациjа

Слика 6.14: Поређење нумеричких кривих добиjених током TiNi SMA затезања
брзинама напона 12.5 MPa/s, 25 MPa/s и 50 MPa/s [16]

циjе узети у разматрање. Наиме, брзина деформисања, коjа jе наjодговорниjа
за услове трансформациjе, jе слична за ова два одабрана теста током главне
(средње) фазе SMA оптерећења са брзином деформациjе 10−2s−1, jер су њихове
процењене вредности jеднаке приближно 6.6× 10−3s−1 (Сл. 6.16(a)) [16].

Може се запазити на Сл. 6.15 и 6.16 да у случаjу константне брзине про-
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(a)

(b)

Слика 6.15: Експериментални резултати. Поређење кривих деформациjе и про-
мене температуре са временом током затезања TiNi SMA за (a) брзину напона
25 MPa/s и (b) брзину деформациjе 10−2s−1 [8, 16]

мене напона SMA се деформише различитим брзинама деформациjе. Као што
jе наглашено у [8], тестови контролисани силом треба да обезбеде константну
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(a)

(b)

Слика 6.16: Нумерички резултати. Поређење кривих деформациjе и промене
температуре са временом током затезања TiNi SMA за (a) брзину напона 25
MPa/s и (b) брзину деформациjе 10−2s−1 [16]

брзину промене напона, док се брзина деформациjе мења у складу са развоjем
трансформациjе. Три различите фазе се могу разликовати током оптерећења
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брзином напона 25 MPa/s, са освртом на брзину деформациjе и развоj транс-
формациjе: прва фаза где jе брзина деформациjе мала, друга где интензиван
раст брзине деформациjе осликава интензиван развоj мартензитне трансфор-
мациjе узроковане напоном и трећа фаза везана за нижу брзину дефромациjе
близу фазе трансформационог засићења (Сл. 6.15(a) и 6.16(a)). За тестове кон-
тролисане деформациjом, брзина деформациjе jе константна током процеса оп-
терећења и растерећења за трансформациjу унапред и уназад и jеднака усвоjе-
ноj вредности 10−2s−1 (Сл. 6.15(b) и 6.16(b)) [16].



Глава 7

Нумеричка анализа проблема и
моделирање реалних SMA
структура

7.1 Нумеричка анализа референтних примера

Да би верификовали функционалност конститутивног модела и његове им-
плементациjе, неопходно jе успешно симулирати предложене SMA феномено-
лошке ефекте (псеудоеластичност и SME). Референтни примери служе за ве-
рификациjу коректности уграђеног интеграционог поступка. Као уводни те-
стови, jедноосно затежући примери су припремљени и добиjени резултати су
упоређени са резултатима из литературе. Истраживање ће бити проширено на
тестове вишеосног оптерећења из литературе да би се додатно доказала корект-
ност модела.

7.1.1 Jедноосно затезање

Примери jедноосног оптерећења на затезање су моделирани на основу лите-
ратуре [78]. Jединична SMA коцка jе моделирана као тродимензионални МКЕ
модел. Модел се састоjи од два jеднака тродимензионална 8-чворна коначна
елемента. Гранични услови, оптерећења и материjални параметри су задати
у складу са литературом (Сл. 7.1) [3, 78]. Материjални параметри неопходни
за прорачуне су Jангов модул за фазу аустенита и мартензита EA и EM , ко-
ефициjенти термичког ширења αA и αM , мартензитна почетна и краjња Ms,
Mf као и аустенитна почетна и краjња температура за нулти напон, As и Af ,

119
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максимална деформациjа трансформациjе H, коефициjенти напонског утицаjа
за аустенит и мартензит, ρ∆sA and ρ∆sM . Материjални параметри из [78], ко-
ришћени у овим примерима су дати у Таб. 7.1. Додатно, за испитивање глатке
(енг. smooth) функциjе оjачања, неопходно jе одабрати одговараjуће параметре
оjачања n1, n2, n3, n4. Дати су такође и коментари о бирању тих параметара
(n1, n2, n3, n4).

Слика 7.1: МКЕ мрежа са граничним условима и оптерећењима за примере
jедноосног затезања

Табела 7.1: Материjални параметри SMA коришћени у примерима jедноосног
затезања [78]

EA EM αA αM
70.000 MPa 30.000 MPa 22.0 · 10−6K−1 22.0 · 10−6K−1

Ms Mf As Af
291K 271K 295K 315K
H ν ρ ∆sA ρ ∆sM

0.05 0.33 −0.35 MPa K−1 −0.35 MPa K−1
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Пример псеудоеластичног ефекта

Оваj пример приказуjе феноменолошки ефекат псеудоеластичног понашања
SMA. Процес jе изведен на константноj температури од 325 K под изотермним
условима. Температура jе већа него аустенитна краjња температура Af = 315

K. Коцка jе оптерећена квазистатично jедноосним напоном затезања од σ = 600

MPa у 100 jеднаких временских корака, све док се не постигне комплетна мар-
тензитна трансформациjа. Материjал jе након тога растерећен у 100 jеднаких
корака до растерећене конфигурациjе. Као што се може запазити Сл. 7.2(a),
деформациjа трансформациjе jе комплетно нестала. Симулациjа jе дата за ек-
споненциjалну, косинусну и полиномну функциjу да би поредили добиjене ре-
зултате (Сл. 7.2(a)) са резултатима из литературе (Сл. 7.2(b)). Као што се може
запазити на Сл. 7.2(a) и Сл. 7.2(b), резултати се поклапаjу.

(a) резултати симулациjе (b) резултати из литературе [3, 78]

Слика 7.2: Поређење зависности напон-деформациjа за SMA псеудоеластични
ефекат

Даље jе дао поређење полиномне и косинусне функциjе оjачања са глатком
функциjом оjачања. Коришћењем глатке функциjе и корекциjом параметара,
могуће jе подесити резултате да одговараjу експерименталним мерењима. Ва-
риjациjом коефициjената n1, n2, n3, n4 крива зависности се понаша у глатком
(енг. smooth) облику. За случаj n1 = n2 = n3 = n4 = 1.0, добиjени резул-
тати су исти као за полиномну функциjу оjачања. За ефекат глаткости (енг.
smoothness), Ms и Af jе потребно смањити, а As и Mf би требало повећати да
би се постигло боље слагање са експерименталним резултатима [3,52,81].
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Слика 7.3: Поређење глатке (енг. smooth) функциjе оjачања са полиномном и
косинусном за SMA псеудоеластични ефекат

Пример ефекта памћења облика

Оваj пример показуjе способност имплементираног модела да симулира ефе-
кат памћења облика. Почетна температура SMA узорка jе фиксирана на 295

K што jе између аустенитне As и мартензитне Ms почетне температуре. Jедно-
осно затезање напоном σ = 600 MPa jе задато квази-статично у 100 jеднаких
временских корака док се не достигне максимална деформациjа трансформа-
циjе. Након тога jе коцка релаксирана у наредних 100 корака до растерећеног
стања. У овом случаjу, претпоставка jе да су процес оптерећења и растере-
ћења без утицаjа ефекта термомеханичке спреге. Након релаксациjе, постоjе
заостале деформациjе, док се материjал налази у мартензитноj фази. Даље се
температура коцке повећава у свим чворовима изнад аустенитне краjње темпе-
ратуре Af до 350 K у 100 корака што изазива комплетно нестаjање деформациjе
трансформациjе, као што jе дато на Сл. 7.4. Дато jе поређење добиjених резул-
тата (Сл. 7.4(a)) са подацима из литературе (Сл. 7.4(b)) на коjем се види да jе
постигнуто одлично поклапање.

Коначно, дато jе поређење глатке (енг. smooth) функциjе оjачања (са кое-
фициjентима оjачања n1 = 0.2, n2 = 0.3, n3 = 0.4 и n4 = 0.5) са полиномним и
косинусним законом оjачања [3]. Резултати симулациjе су дати на Сл. 7.5.
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(a) резултати симулациjе (b) резултати из литературе [3, 78]

Слика 7.4: Поређење зависности напон-деформациjа за ефекат памћења облика
код SMA

Слика 7.5: Поређење глатке (енг. smooth) функциjе оjачања са полиномном и
косинусном за SME

Фазна трансформациjа изазвана променом температуре

Представљени SMA конституивни модел може да симулира и фазну транс-
формациjу изазвана променом температуре. Да би то приказали, оваj пример
jе моделиран у складу са литературом [3, 78]. Почетна температура легуре jе
350 K (изнад Af ). Jедноосни напон од 40 MPa (недовољан да иницира фа-
зну трансформациjу) jе задат на jедноj страни модела коцке, док jе супротна
страна фиксирана. Температура материjала опада испод мартензитне краjње
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температуре Mf до 250 K што изазива мартензитну фазна трансформациjа.
Након загревања на почетну температуру, током фазне трансформациjе уна-
зад, деформациjе трансформациjе потпуно нестаjу. Зависност деформациjа-
температура jе дата на Сл. 7.6. На поређењу резултата симулациjе (Сл. 7.6(a))
са подацима из литературе (Сл. 7.6(b)) може се запазити потпуно иста зави-
сност деформациjа-температура.

(a) резултати симулациjе (b) резултати из литературе [3, 78]

Слика 7.6: Фазна трансформациjа изазвана променом температуре код SMA

Параметри глатког (енг. smoothness) оjачања су такође испитивани за оваj
случаj и дато jе поређење са полиномним и косинусним [3] оjачањем. Добиjени
резултати су презентовани на Сл. 7.7.

7.1.2 Вишеосно оптерећење

Ради додатне верификациjе предложеног модела, анализирана су и два при-
мера вишеосног оптерећења, позната у литератури [28, 50, 92]. МКЕ модел jе
коцка димензиjа 2×2×2. Услови оптерећења су задати као аксиjални и смичући
напон на пропорционалан и непропорционалан начин. Материjални параметри
коришћени за ове симулациjе су усвоjени у складу са литературом [28] и дати
су на Таб. 7.2. Као интересантан избор функциjе оjачања, закон глатког (енг.
smooth) оjачања [3,78,81] jе коришћен. Параметри глаткости (енг. smoothness)
су одабрани као n1 = n2 = n3 = n4 = 0.3.
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Слика 7.7: Поређење глатке (енг. smooth) функциjе оjачања са полиномном и
косинусном за мартензитну трансформациjу изазвану температуром

Табела 7.2: Материjални параметри CuAlZnMn легуре коришћене за примере
вишеосног оптерећења [28,92]

EA EM αA αM
30.000 MPa 10.000 MPa 10.0 · 10−6K−1 10.0 · 10−6K−1

M0s M0f A0s A0f

269K 183K 188K 283K
H ν ρ∆sA ρ∆sM

0.035 0.30 −0.28 MPa K−1 −0.28 MPa K−1

Пример пропорционалног оптерећења на затезање - смицање

Модификован модел jе даље испитан предвиђањем понашања под вишео-
сним оптерећењем у псеудоеластичном опсегу. SMA температура jе константна
и jеднака 308K током анализе. Као што jе речено у [92], температура jе 25K
већа од Af = 283K. Путања оптерећења, дата на Сл. 7.8, jе одабрана у складу
са [50], где jе затезање водеће оптерећење, а смицање jе задато преко фактора
пропорционалности. Амплитуда затезања jе 370 MPa, док jе максималан на-
пон смицања 80 MPa. Растерећење jе такође спроведено пропорционално, а
добиjени резултати напон-деформациjе су дати на Сл. 7.9.

Као што се може запазити, и затезање и смицање имаjу псеудоеластични
одзив (Сл. 7.9). Такође, и оптерећење и растерећење се одвиjаjу симултано
(Сл. 7.10), што приказуjе способност модела да симулира понашање SMA у
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Слика 7.8: Путања напона за пропорционално оптерећење

Слика 7.9: Зависност напон-деформациjа за затезање и смицање за пропорци-
онално оптерећење

условима пропорционалног оптерећења.
Такође jе анализиран утицаj временског корака на тачност код пропорци-

оналног оптерећења. Анализа jе извршена у 200 временских корака. Поре-
ђење резултата са резултатима симулациjе 10 пута већим кораком (анализа у
20 временских корака) jе дато на Сл. 7.9. Може се запазити да jе зависност
напон-деформациjа иста у корацима коjи се поклапаjу, али путање могу бити
различите jер зависе од фазе оптерећења (фазна трансформациjа или еластични
услови).
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Слика 7.10: Зависност аксиjалне и смичуће деформациjе за пропорционално
оптерећење

Пример непропорционалног оптерећења на затезање - смицање

Резултати експеримената [92] и нумеричке симулациjе [28,50] дати у литера-
тури, приказуjу понашање материjала у условима непорпорционалног оптере-
ћења. Експериментални резултати су добиjени за експеримент затезање-торзиjа
на узорку мале дебљине [92] направљеног од CuAlZnMn легуре и добиjени ре-
зултати су на располагању у литератури [28,29,92]. То jе наметнуло задатак да
се модификована имплементациjа конститутивног модела испита на могућност
симулациjе таквог оптерећења за псеудоеластични ефекат. У том смислу, тем-
пература узорка SMA jе 308 K (25 K већа него аустенитна краjња температура
Af = 283 K), задата на свим чворовима модела.

За симулациjу експеримента, аксиjални напон од 240 MPa и смичући напон
од 200 MPa су комбиновано задати (прво jе задат аксиjални, па смичући напон)
на истоj страни коцке (2 × 2 × 2) коjа се састоjи од jедног тродимензионалног
елемента, док jе супротна страна ограничена (Сл. 7.11). Растерећење jе такође
изведено комбиновано у истом редоследу. Материjални параметри у овоj ана-
лизи су задати у складу са литературом [28]. За задати аксиjални и смичући
напон, зависност аксиjална деформациjа - смичућа деформациjа jе приказана
на Сл. 7.12. Даље су релациjе између аксиjалног напона и деформациjе и сми-
чућег напона и деформациjе презентоване на Сл. 7.13 и 7.14, редом.

Као што се може запазити, за непропорционално оптерећење, тачност зависи
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Слика 7.11: Зависност аксиjалног и смичућег напон за непропорционално оп-
терећење

Слика 7.12: Зависност аксиjалне и смичуће деформациjе за непропорционално
оптерећење

од величине корака због задржавања константног правца интеграциjе током
временског корака, док се код пропорционалног оптерећења таква разлика не
примећуjе, jер jе правац интеграциjе константан. Добро слагање резултата за
различите временске кораке оправдава уведене претпоставке у вези интеграциjе
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напона у временском кораку.

Слика 7.13: Зависност аксиjалног напона и деформациjе за непропорционално
оптерећење

Слика 7.14: Зависност смичућег напона и деформациjе за непропорционално
оптерећење



ГЛАВА 7. НУМЕРИЧКИ ПРИМЕРИ 130

7.2 Примери великих деформациjа

7.2.1 Просто смицање са суперпонираном крутом

ротациjом

Да би демонстрирали обjективност конститутивних jедначина и независност
интеграциjе напона од посматрача, пример оптерећења SMA простим смицањем
jе изведен уз суперпонирану круту ротациjу [84,93].

Слика 7.15: Репрезентативни положаjи за пример оптерећења простим смица-
њем са суперпонираном крутом ротациjом

Просто смицање jе дефинисано померањима задатим у функциjи ротациjе
око e1-осе на следећи начин:

x = R [X + (ẋt)X3e2] , (7.1)
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где jе тензор ротациjе R дефинисан као:

R = (e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) cos (ωt) + (e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2) sin (ωt) + e1 ⊗ e1. (7.2)

Материjални параметри коришћени у нумеричком прорачуну су исти као
што су дати у Таб. 7.1. Угаона брзина ротациjе jе ω = 0.02π радиjана по секунди
за t ∈ [0, 100], тако да θ = ωt ∈ [0, 2π]. Брзина померања jе позитивна у првоj
половини ротациjе ẋ = 0.0025 у секунди за t ∈ [0, 50] тако да ẋt ∈ [0, 0.125]. Док
jе брзина померања у другоj половини процеса ротациjе негативна ẋ = −0.0025

у секунди за t ∈ [50, 100] тако да ẋt ∈ [0.125, 0]. Временски корак ∆t = 1s jе
фиксиран и одговара инкременту померања ∆ẋt = 0.0025 и инкременту рота-
циjе ∆θ = 3.6◦. Резултати зависности смичуће компоненте Кирхофовог напона
према величини смицања γ, добиjена из нумеричког прорачуна jе приказан на
Сл. 7.16.

Слика 7.16: Поређење резултата добиjених за SMA оптерећен на смицање са
суперпонираном ротациjом и на смицање без суперпониране ротациjе

Две добиjене криве се преклапаjу што показуjе добро слагање између два
приступа рачунања. Поглед на почетну и деформисану геометриjу у више ре-
презентативних положаjа чистог смицања уз суперпонирану ротациjу су при-
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казани на Сл. 7.15.

7.2.2 Конзола оптерећена моментом на слободном краjу

Велико савиjање греде се jавља у многим индустриjским применама, као
што су космичко инжењерство, дизаjн конструкциjа, носећи мостови, и разли-
чите врсте процеса производње. Такође, као популаран проблем разматрана
jе конзола правоугаоног попречног пресека са моментом на слободном краjу
(Сл. 7.17).

Слика 7.17: Шема конзоле оптерећене моментом на краjу

Слика 7.18: Зависност сила-померање на оптерећеном краjу SMA конзоле

Конзола jе направљена од SMA истих материjалних параметара као у Таб. 7.1.
Димензиjе модела су 100 mm × 40 mm × 10 mm. МКЕ мрежа jе подељена на 320
(20 × 16 × 1) 3D елемената. Модел jе оптерећен на слободном краjу моментом,
коjи jе задат као притисак у правцу дужине конзоле. Притисак jе позитиван
на горњоj половини попречног пресека и негативан на доњоj половини распо-
ређен као униформна зависност (линеарна функциjа) вертикалне координате.
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Зависност сила-померање на оптерећеном краjу SMA конзоле je приказана на
Сл. 7.18.

На Сл. 7.19(a), 7.19(c) и 7.19(e) се може запазити да се током оптерећења,
аксиjални напон у правцу дужине конзоле мења на очекиван начин (симетрично
у односу неутралну линиjу). Напон има наjвећу вредност у наjудаљениjоj тачки
гледаjући од неутралне (средње) линиjе, где jе аксиjални напон jеднак нули. У
тренутку када фазна трансформациjа почне у 8-ом кораку (Сл. 7.19(d)), акуму-
лациjа удела мартензита у запремини се може запазити на слободном краjу кон-
золе. Разлог за ово jе савиjање конзоле што утиче на геометриjску асиметриjу
проблема. Концентрациjа мартензита jе наjвећа у 10-ом кораку (Сл. 7.19(f)),
док постаjе све мања када почне растерећење (Сл. 7.20(b), 7.20(d) и 7.20(f)) и
потпуно нестаjе када се вратимо у еластичну зону.

(a) Распоред напона по дужини конзоле у 6-
ом кораку

(b) Удео мартензита у запремини у 6-ом ко-
раку

(c) Распоред напона по дужини конзоле у 8-
ом кораку

(d) Удео мартензита у запремини у 8-ом ко-
раку

(e) Распоред напона по дужини конзоле у 10-
ом кораку

(f) Удео мартензита у запремини у 10-ом ко-
раку

Слика 7.19: Распоред напона по дужини конзоле и удела мартензита у запре-
мини у одабраним корацима при оптерећењу
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(a) Распоред напона по дужини конзоле у 12-
ом кораку

(b) Удео мартензита у запремини у 12-ом ко-
раку

(c) Распоред напона по дужини конзоле у 14-
ом кораку

(d) Удео мартензита у запремини у 14-ом ко-
раку

(e) Распоред напона по дужини конзоле у 16-
ом кораку

(f) Удео мартензита у запремини у 16-ом ко-
раку

Слика 7.20: Распоред напона по дужини конзоле и удела мартензита у запре-
мини у одабраним корацима при растерећењу

7.2.3 Jединична ћелиjа стента

За нумеричку анализу понашања комплексних SMA структура изложених
великим деформациjама, конститутивни модел за коначне деформациjе jе не-
опходан за тачну симулациjу. Да би се приказала могућности примењеног при-
ступа, понашање jедниничне ћелиjе стента jе моделирано са почетном геоме-
триjом датом на Сл. 7.21 [49, 94]. Услед симетриjе, дат jе МКЕ модел jедне
четвртине jединичне ћелиjе стента на Сл. 7.22. Материjални параметри кори-
шћени у овоj анализи су дати у Таб. 7.3.

Задати гранични услови за jединичну ћелиjу стента су: чворови на доњоj
површини су ограничени тако да дефинишу симетриjу у Y-правцу, на левоj по-
врши су чворови ограничени тако да дефинишу симетриjу у X-правцу, док jе
на горњоj површини задат профил померања дуж Y-правца у свим чворовима.
Сви чворови имаjу исту инициjалну температуру 298K. Симулациjа предложе-
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Табела 7.3: Материjални параметри SMA за пример jединичне ћелиjе стента

Параметар Вредност
Аустенитни Jангов модул EA = 6.20 · 105MPa
Мартензитни Jангов модул EM = 3.10 · 105MPa

Поасонов коефициjент ν = 0.33
Максимална деформациjа трансформациjе H = 0.047

Густина ρ = 6290 kg
m3

Аустенитни коефициjент термичког ширења α = 1.0 · 10−5

Мартензитни коефициjент термичког ширења α = 1.0 · 10−5

Проводљивост k = 18 W
m2K

Конвективност λc = 6.5 W
m2K

Капацитет c = 0.46 · 10−9 MJ
kgK

Аустенитни коефициjент утицаjа напона ρ∆sA = −0.364MPa
K

Мартензитни коефициjент утицаjа напона ρ∆sM = −0.364MPa
K

Мартензитна почетна температура M0s = 251.3K
Мартензитна краjња температура M0f = 213K
Аустенитна почетна температура A0s = 260.3K
Аустенитна краjња температура A0f = 268.5K

Слика 7.21: Геометриjа узорка jединичне ћелиjе стента дебљине 0.53 mm [49,94]
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Слика 7.22: Недеформисана мрежа jедне четвртине тестиране jединичне ћелиjе
стента

ним моделом jе спроведена са и без укљученог утицаjа топлоте на понашање
материjала. На Сл. 7.23, приказано jе поређење зависности сила-померање из
циклуса оптерећење-растерећење за случаjа коришћења термо-механичког спре-
зања и у случаjу задате константне температуре.

Слика 7.23: Одзив сила-померање добиjена МКЕ анализом jедниничне ћелиjе
стента под псеудоеластичним условом

Приказана сила jе добиjена као реакциjа везе дуж Y-правца за све чворове
на горњоj површи. Из криве приказане на Сл. 7.23, може се запазити да се
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jавља псеудоеластични jедноосни одзив (у облику заставе). Такође, може се
видети да термо-механичка спрега значаjно утиче на диjаграм сила-померање,
што jе такође забележено и приликом верификациjе модела на примерима jед-
ноосног затезања [16]. Приказана зависност показуjе да се приликом експло-
атациjе SMA структура, jавља значаjна промена температуре што може бити
од изузетног значаjа код цикличног оптерећења и деформациjа при великим
брзинама оптерећења.

Такође, удео мартензита у запремини кроз jединичну ћелиjу стента jе одре-
ђен у свакоj тачки процеса оптерећења. На Сл. 7.24 jе дат распоред удела мар-
тензита у запремини у почетном стању (Сл. 7.24(a)) и на максимуму оптерећења
нпр. наjвећа концентрациjа удела мартензита у запремини (Сл. 7.24(b)).

Промена температуре стента, коjа се jавља за случаj адиjабатског прово-
ђења топлоте jе приказана на Сл. 7.25 до 7.27. Инициjална температура jе дата
на Сл. 7.25. Након оптерећења стента брзином деформациjе v = 2.82mm/s у
20 временских корака до максималног померања од 2.82mm, енергиjа фазне
трансформациjе претворена у топлоту jе дала промену температуре приказану
на Сл. 7.26. У наредних 20 корака, истом брзином деформациjе jе стент расте-
рећен, при чему jе дошло до фазне трансформациjе уназад што jе узроковало
промену температуре приказану на Сл. 7.27. Као што се може запазити, фа-
зна трансформациjа унапред, ослобађа топлоту и материjал се греjе, док фазна
трансформациjа уназад, апсорбуjе топлоту, па имамо случаj да се на поjединим
деловима стента температура смањила испод инициjалне температуре.

Оваj феномен jе познат од раниjе, када су за различите брзине деформациja,
експериментално и нумерички испитивани SMA узорци. Тада jе забележено да
jе температура узорака, за мање брзине деформациjа, била испод почетне тем-
пературе након растерећења, што jе забележено и у овом случаjу. Тиме прика-
зана потпуна функционалност представљене термо-механичке имплементациjе
SMA конститутивног модела за проблеме великих деформациjа.
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(a) инициjално стање и након потпуног повратка деформациjе у почетно стање

(b) стање у условима максималног оптерећења

Слика 7.24: Распоред удела мартензита у запремини кроз jединичну ћелиjу
стента без утицаjа ТМ спреге
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Слика 7.25: Поље температура ушица стента за инициjално стање

Слика 7.26: Поље температура ушица стента за максимално оптерећење



ГЛАВА 7. НУМЕРИЧКИ ПРИМЕРИ 140

Слика 7.27: Поље температура ушица стента за растерећено стање



Глава 8

Закључци

Фасцинантне особине SMA и феномени коjи прате њихово понашање, пру-
жаjу могућност широке примене у одговорним и поузданим конструкциjама.
Захтеви постављени од стране истраживача, инжењера и корисника широм
света, мотивисали су аутора да се бави испитивањем понашања SMA. Идеjа
да се ефикасно и тачно симулира понашање SMA jе веома корисна за многе
научне проблеме и индустриjска решења у коjима SMA налази своjу употребу.
Постоjи велики броj математичких модела коjи описуjу феноменологиjу пона-
шања SMA и неколико различитих приступа, што додатно отежава правилан
избор наjоптималниjег решења. Из тог разлога, неопходна су поjедностављења
и унапређења, како би се имплементациjа учинила ефикасниjом и тачниjом.
Раздваjање тензора напона на девиjаторски и запремински део и коришћење
ефективних величина, омогућили су jедноставниjи приступ и могућности да-
љег проширења конститутивног модела.

Jедна од битних карактеристика SMA забележена на основу експериментал-
них резултата jе њихова велика термичка осетљивост. Веома често то ствара
проблеме приликом експлоатациjе и производње, па уjедно представља и дода-
тан мотив да се утицаj промене температуре узме у обзир. Поред спољашњих
фактора коjи утичу на промену температуре SMA, поjава енергиjе дисипациjе
као последице мартензитне фазне трансформациjе и њен утицаj на понашање
SMA су од велике важности за тачну симулациjу понашања таквих материjала.
Као наjоптималниjе решење за ту намену, одабран jе партиционисан приступ
спрезању компонената софтвера за структурну анализу и провођење топлоте,
коjи се показао као моћно решење за термо-механичке спрегнуте проблеме.

Захтеви за симулациjом понашања комплексних напонских стања и троди-
мензионалних МКЕ модела при великим деформациjама коjе се крећу и до
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10% код SMA, намећу потребу проширења примене конститутивног модела на
проблеме описане теориjом великих деформациjа. Применом мултипликативне
декомпозициjе, и већ опробаних техника проширења конститутивних модела за
употребу на проблемима великих деформациjа, као и унапређења самог кон-
ституивног модела, добиjено jе модерно софтверско решење коjим jе могуће
решавати термо-механичке SMA проблеме за комплексна напонска стања.

Предложена решења реализована су кроз неколико фаза и више конкретних
задатака:

1. • Теориjа коjу jе Лагоудас презентовао у своjоj књизи [3], jе била ин-
спирациjа и основа за размишљање о математичком опису SMA пона-
шања. Детаљи дати у књизи и обjављеним радовима, су мотивисали
аутора да прошири истраживање у оквиру феноменолошких SMA
модела.

• Након почетне примене дате теориjе, неопходна упрошћења су усво-
jена ради примене методе коjе су предложили Коjић и Бате [64] и
Хенан и Ананд [84] за ефикасну интеграциjу конститутивних jедна-
чина.

• Неопходно jе било модификовати критичну термодинамичку силу да
одговара новоj интеграционоj методи. Укупан напон jе декомпоно-
ван на девиjаторски и средњи део и интеграциjа напона jе извршена у
правцу пробног девиjаторског напона или пробне деформациjе транс-
формациjе. То упрошћава конститутивни модел и проблем своди на
решавање само jедне скаларне нелинеарне jедначине у итеративноj
процедури. Примери коjе jе Лагоудас дао у [78] су испитани као
референтни тестови за тачност и функционалност имплементираног
конститутивног модела. Три примера jедноосног оптерећења [78] су
анализирана ради верификациjе описаних модификациjа при чему су
добиjени исти резултати.

2. • Поред тога, широк спектар експерименталних тестова изведених на
IPPT, PAN и AIT Jапан, расположивих у литератури, потврђуjе jаку
термомеханику спрегу током псеудоеластичног оптерећења и растере-
ћења. Експерименти су спроведени за различите брзине напона и де-
формациjе, што jе био неопходан захтев за тачну нумеричку анализу.
Експерименти су пажљиво изведени и важни подаци су измерени,
систематизовани и поређени да покажу утицаj различитих начина
оптерећења на понашање материjала. Добиjени резултати показуjу
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велику осетљивост SMA кривих напон-деформациjа у односу на бр-
зине оптерећења и њихове одговараjуће промене температура услед
jаке термомеханичке спреге.

• Термо осетљивост и специфично понашање SMA под различитим бр-
зинама оптерећења су нови захтеви коjе jе потребно задовољити ради
постизања тачне и коректне нумеричке симулациjе.

• Ова запажања узрокуjу даље проширење SMA конститутивних jедна-
чина. Неопходно jе да SMA конститутивни модел има способност да
симулира термо-механичке спрегнуте проблеме што шири поље инте-
ресовања на термичке особине фазне трансформациjе. На распола-
гању су посебне МКЕ софтверске компоненте за структурну анализу
и провођење топлоте. Партиционисани приступ спрезању jе усвоjен
као значаjно решење због могућности да се моделира комплексно на-
понско и термичко стање и да се узме у обзир међусобни утицаj.

• Даље, такав приступ спрезању пружа поновну употребу постоjећег
МКЕ софтвера да би се тачно предвидело понашање SMA. Да би
показали предности спрегнуте анализе, експерименти су моделирани
што реалниjе, са укљученим граничним условима и оптерећењем и за
структурни анализу и за провођење топлоте.

• Добиjени нумерички резултати су упоређени са експерименталним за
све брзине напона и деформациjа. Поређење експерименталних и ну-
меричких резултата указуjе на добро квалитативно и квантитативно
слагање, jер модел потврђуjе и промене напона и температуре.

• И експериментални у нумерички резултати значаjно зависе од зада-
тих брзина оптерећења.

• Нумерички модел такође потврђуjе фазу засићења егзотермне мар-
тензитне трансформациjе унапред, као и пад температуре током транс-
формациjе уназад као и његов пад након растерећења испод почетне
температуре SMA узорка. Та промена температуре значаjно утиче
на понашање SMA.

3. • Као одговор на захтев моделирања комплексних SMA конструкциjа,
претпостављена jе мултипликативна декомпозициjа укупног гради-
jента деформациjе.

• Пробна еластична девиjаторска деформациjа се може израчунати ко-
ришћењем тензора логаритамске деформациjе и даљи интеграциони
поступак jе исти као у случаjу малих деформациjа.
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• То пружа могућност да се користи иста итеративна процедура за ра-
чунање проблема великих деформациjа. За верификациjу овог при-
ступа, припремљено jе неколико референтних примера вишеосног оп-
терећења.

• Да би проширили примену представљене имплементациjе, модели-
рана jе конзола оптерећена моментом на слободном краjу. Презенто-
вани резултати показуjу да се распоред напона и удела мартензита
у запремини добиjа у складу са очекивањима. На краjу, jединична
ћелиjа стента jе моделирана да покаже примењивост дате имплемен-
тациjе. Добиjени резултати су поређени са резултатима из литературе
и задовољаваjуће поклапање резултата jе постигнуто.

Правци даљег истраживања

Током истраживања представљеног у оквиру ове дисертациjе, наметнуло се
више могућих праваца даљег истраживања у овоj области.

Експериментална истраживања понашања циклично оптерећених SMA пред-
стављаjу изазов због промене карактеристика материjала. Њихова нумеричка
симулациjа jе jедан од задатака коjи би требало да покаже примену предста-
вљене имплементациjе и дефинишу захтеве за унапређењем. Jедан од могућих
проблема коjе jе потребно узети у обзир на основу експерименталних истра-
живања jе акумулациjа удела мартензита у запремини у условима цикличног
оптерећења.

Такође, специjалан случаj цикличног оптерећења у коjем jе растерећење из-
вршено у току фазне трансформациjе jе неопходно испитати као реалну поjаву
у примени SMA. У оквиру цикличног испитивања, поставља се и питање испи-
тивања понашања SMA материjала на замор.

У дисертациjи су представљени референтни примери и одабрани примери
из литературе коjи приказуjу функционалност датог приступа. Даље моде-
лирање реалних проблема и симулациjа комплексних напонских стања коjи се
jављаjу, представља изазов и обавезу у даљем испитивању оваквих материjала.
Детаљи на коjе би требало обратити пажњу су свакако могућност поjаве пла-
стичних деформациjа при великим напонима у комбинациjи са деформациjом
трансформациjе, као и могућност зависности максималне деформациjе транс-
формациjе од величине напона. Такође, различито понашање (асиметриjа) SMA
при затезању и притиску jе интересантан феномен коjи би требало описати.

Такође, друге врсте мултифизичких проблема коjи захтеваjу интеракциjу
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више физичких поља могу бити интересантни нпр. приликом испитивања ин-
теракциjе стента и ткива током уградње у крвни суд, што представља ризичан
захват. Након уградње, стент се налази у специфичном окружењу где има
стални контакт са флуидом, па би симулациjа таквог понашања коришћењем
флуид-структура интеракциjе помогла у предвиђању могућих нежељених по-
следица. С обзиром на добру електро-проводљивост SMA, може се користити
загревање услед Џуловог ефекта на понашање код каблова кроз коjе се пропу-
шта електрична енергиjа.

Посебна врста SMA са магнетним своjствима се показала као корисна и при-
мењива. Због тога jе неопходно проширити спрегу на термо-магнето-механичку
и на таj начин омогућити решавање таквих мултифизичких проблема. То за-
хтева развоj посебне компоненте за решавање проблема магнетних поља и њено
спрезање са већ описаним компонентама. Такође, на основу већ публикованих
резултата експерименталног испитивања таквих материjала [18], потребно jе
анализирати физичке захтеве коjе таква спрега поставља.
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Додатак A

Поступак интеграциjе напона

У додатку су презентовани детаљи поступка временске интеграциjе за фе-
номенолошки конститутивни модел коjи не зависи од брзине деформациjе. Са
t jе обележно текуће време, где jе ∆t временски инкремент.

Задато : { Ft0 , Ft+∆t
0 , ξt , etr

t , Tt , Tt+∆t , σt , bEt }
Потребно : { σt+∆t , ξt+∆t , etr

t+∆t , bEt+∆t }
Кораци поступка рачунања су:
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Корак 2. Рачунање пробне средње деформациjе em
t+∆t и термичке дефор-

мациjе eth
t+∆t :

em
t+∆t =

1

3
ln
[
det
(

Ft+∆t
0

)]
eth

t+∆t = αt+∆t ∆T

156



ДОДАТАК A. ПОСТУПАК ИНТЕГРАЦИJЕ НАПОНА 157

Корак 3. Пробна деформациjа трансформациjе:
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Step 6. Ако jе Φt+∆t (k) ≤ tolerance онда

∆ξ = 0

Решење jе коначно - иди на корак 11.

Корак 7. Рачунање инкремента удела мартензита у запремини у итерациjи

Φt+∆t (k) + d Φt+∆t (k) = Φt+∆t (k+1) = Φt+∆t (k) +
∂ Φt+∆t (k)
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d ξt+∆t (k) ' 0
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Корак 8. Ажурирање прираштаjа у кораку удела мартензита у запремини
и текућег укупног удела мартензита у запремини:

∆ ξt+∆t (k+1) = ∆ ξt+∆t (k) + d ξt+∆t (k); ξt+∆t = ξt + ∆ ξt+∆t (k+1)
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Корак 9. Ажурирање ефективног девиjатора напона:
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