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Rezime: U radu je razmatran problem optimizacije kutijastog poprečnog preseka glavnog nosača mosne dizalice sa šinom 

postavljenom iznad vertikalnog lima. Kriterijumi čvrstoće nosača, lokalne i bočne stabilnost upotrebljeni su kao funkcije 

ograničenja. U komparativnoj analizi prikazan je i uticaj tehnologičnosti na dobijene rezultate optimizacije. Smanjenje 

mase nosača postavljeno je kao funkcija cilja a kao metodologija upotrebljen je metod Lagrange-ovih množilaca. Uporedni 

rezultati optimizacije pokazuju kako se menjaju optimalne geometrijske vrednosti kutijastog poprečnog preseka zavisno od 

primene domaćeg standarda ili eurokoda. Na osnovu komparativne analize rezultata optimizacije i izvedenih rešenja date su 

preporuke koje su od značaja za projektante prilikom izrade dizalica. 

Ključne reči: mosna dizalica, optimizacija, čvrstoća, lokalna stabilnost ploča, bočna stabilnost. 

 

 

1. UVODNA RAZMATRANJA 

 

Izbor optimalnog dimenzija i geometrijskih 

parametara nosećih konstrukcija, koji utiču na 

smanjenje mase i troškove izrade, je predmet 

istraživanja mogih autora, bez obzira dali se radi o 

dizalicama ili konstrukcijama uopšte (1-6, (10-

13). U ovom radu izvršena je analitička metoda 

optimizacije i ona daje funkcionalne zavisnosti 

rezultata optimizacije koji bliže definišu uticaj 

pojedinih parametara na smanjenje mase.  

Pri optimizaciji kutijastog nosača mosne dizalice, kao 

funkcija ograničenja najčešće se zadaju granični 

napon i deformacija. Međutim, odgovarajući 

standardi i propisi (7-9, 14) definišu i kriterijume 

lokalne i bočne stabilnosti kao funkcija ograničenja, 

pa su u ovom radu i oni uključeni u proces 

optimizacije.  

U radu je izvršena optimizacija geometrijskih 

parametara poprečnog preseka glavnog nosača mosne 

dizalice za slučaj postavljanja šine iznad vertikalnnog 

lima. Definisani su optimalni parametri za sve tri 

funkcije ograničenja i data je njihova komparativna 

analiza. Dobijeni rezultati daju značajan doprinos za 

konstruktore prilikom projektovanja sandučastih 

nosača mosnih dizalica. 

 

2. MATEMATIČKA FORMULACIJA 

OPTIMIZACIONOG PROBLEMA 

 

Zadatak optimizacije, bez obzira na postavljene 

kriterijume, je definisanje geometrijskih parametara 

poprečnog preseka nosača, kao i njihovog 

međusobnog odnosa, koji daju njegovu minimalnu 

površinu.  

Opšta matematička formulacija, za ovako 

definisan optimizacioni problem detaljn je 

prikazana u 16. U radu je izvršena optimizacija 

za ograničenje prema kriterijumu čvrstoće (1.1), 

bočne stabilnosti (1.2) i lokalne stabilnosti (1.3): 

1 1 1 0r kg     , (1.1) 

2 2 2 0r kg     , (1.2) 

3 3 3 0r kg     , (1.3) 

gde je: 

,ri ki  - računski i kritični napon za sva tri 

navedena kriterijuma. 

Lagranžova funkcija definiše se sada na sledeći 

način : 

1 1 2 2 3 3A g g g          , (2) 
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Pošto su 1 2 3, , 0    , dobija se: 
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b h h b

  
  

   
   1 0g   (4) 
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3. FUNKCIJE CILJA I OGRANIČENJA 

 

3.1. FUNKCIJA CILJA 

 

Za ove funkcije ograničenja, funkciju cilja je 

površina poprečnog preseka sandučastog nosača 16, 

pri čemu su parametri  optimizacije (h,b) (Sl. 1), dok 

su vrednosti debljina zidova t1 i t2  usvojene saglasno 

preporukama proizvođača dizalica 15. 

 

Slika 1 Sandučasti poprečni presek glavnog nosača 

mosne dizalice 

Vektor zadatih parametara je:  

 cv ch ax M ,M ,Q,L,k ,...  (7) 

gde su: 

- Mcv i Mch momenti savijanja u vertikalnoj i 

horizontalnoj ravni, 

- Q - nosivost dizalice, 

- L- raspon dizalice, 

- ka - dinamički koeficijent opterećenja dizalice u 

horizontalnoj ravni, 9. 

Funkcija cilja, glasi: 

22
( , ) ( , ) ( )A h b f h b e b h h

s
      , (8) 

gde je: 1 2/e t t  - odnos debljine limova na pojasu i 

rebru, 2/s h t  - odnos visine i debljine lima na rebru, 

/k h b - odnos visine i širine nosača. 

Koristeći rezultate dobijene u 16 geometrijske 

karakteristike su: 
2 2

x xI h A   , x xW h A   , (9) 
2 2

y yI b A   ; 
y yW b A   , (10) 

px xS h A   , (11) 
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3.2. FUNKCIJE OGRANIČENJA 

 

3.2.1. Kriterijum čvrstoće 

 

Funkcija ograničenja prema kriterijumu čvrstoće 

glasi: 

1 1( , ) 0cv ch a
k

x y

M c A M k c A
g h b

h A b A


 

    
   

   
 (15) 

gde je:  

1 1/k yf  - kritični napon prema JUS-u, 

 1 1/k y mf    -kritični napon prema Eurokodu, 

1,1m   - glavni faktor otpora, 

1 1,5   - stepen sigurnosti za I slučaj opterećenja, 

c – koeficijent specifične težine nosača. 

Zamenom parcijalnih izvoda jednačine (8):  

2 2
; ( 2 );

A A
e h e b h

b s h s

 
       

 
 (4.1) 

u (4), uz odgovarajuće transformacije, dobija se: 

'

'

cv cv

ch a ch

M c A M

M k c A M

 


  
, (16) 

Za opšti položaj opterećenja mosne dizalice (slika 

2), odnos  ' / 'cv chM M  prikazan je na slici 3.  

 

Slika 2 Operećenje glavnog nosača mosne 

dizalice 

 

Slika 3 Arpoksimacija jednačine (16)- a) funkcija 

` / `cv chM M  b) funkcija /cv chM M  za 25L m  c) 

funkcija /cv chM M  za 10L m  

Na osnovu toga, može se zapisati: 

1

' 1 1

'

cv

ch a h a

M R
c

M k R k
    . (17) 

Član c1 glasi 11: 
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c
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, (18) 

gde je: K - koeficijent uticaja pogonske klase na 

masu kolica,  - koeficijent dinamičkog uticaja u 

vertikalnoj ravni,  - koeficijent uticaja mase 

opterećenja na masu kolica, 
om - the assumed mass of 

the trolley in the first approximation. 

Korišćenjem relacija (4.1), (16) and (17), dobija se 

optimaln vrednost odnosa k po ovom kriterijumu: 

1
1

'

'

y ycv

x ch x a

e eM c
k

M k

 

 

 
    . (19) 

Koristeći dobijenu zavisnost, funkcija cilja može se 

zapisati u sledećem obliku: 

1

1

1 1

/ /
( )

/ /

cv x ch y

k x a y

M M k
A h

h c k c k

 

  

 


    
. (20) 

 

3.2.2. Bočna stabilnost limova 

 

Provera stabilnosti nosača na bočno izvijanje 

izvršena je saglasno srpskim standardima 8. 

Postupak određivanja optimalnog odnosa za k 

detaljno je prikazan u 16, pri čemu je dobijena 

funkcija cilja prema kriterijumu bočne stabilnosti: 

2

2 2

1 2 2 2

2 3 2 2

1 2 2 2

( )
( ) ,

( )

cv ch

k a

K M k f h K M k h
A h

h K c k f h K k c k h

      


         
 (21) 

gde je: 

1 2 2

2 x

x y

K


 





, 

2

0,9

y

K


  - konstante, 

2
2 2

2

2 2

( ) y y

h h
f h a m g m d

k k
          . (22) 

3.2.3. Lokalna stabilnost limova 

 

Provera lokalne stabilnosti pojasnog i vertikalnog 

lima izvršena je prema standardima 14 i to: 

stabilnost pojasnog lima širine b1 debljine t1 (Sl. 4), 

vertikalnog lima iznad podužnog ukrućenja (dužine 

a, visine h1 i debljine t2) i stabilnost vertikalnog lima 

ispod podužnog ukrućenja (dužine a, visine h2 i 

debljine t2). 

Takođe, vrši se provera segmenta pojasnog lima 

izloženog dejstu normalnog napona pritiska u x 

pravcu, čije su dimenzije: dužina a=2h, širina b1 i 

debljine t1. Ovaj kriterijum je ispunjen ako je 

zadovoljen uslov lokalne stabilnosti: 

3

3

1

( , ) 0cv ch a k

x y

M c A M k c A
g h b f

h A b A



  

    
    

   
, (23) 

gde je:
3 /k x y mf    -kritični napon, x - redu-

kcioni faktor.  

 

 

Slika 4 Prikaz pojasnih i vertikalnih limova  

 

Redukcioni faktor glasi: 

2

1 0,22
1x e

x x

c
 

 
    

 
 za 0,673x  , (24) 

1x   za 0,673x  , 

gde je: x  - bezdimenzioni koeficijent vitkosti.  

yk

x

e

f

K


 



, (25) 

1,25 0,12e ec    , 1,25ec  , (26) 

e -koeficijent odnosa napona u odnosu na 

makisimalni napon pritiska, K -koeficijent izvi-

janja 16. Referentni napon e  glasi: 

 
2

2

1 12
/

12 (1 )
e

E
t b







 

 
. (27) 

U preseku I verikalne dijafragme se postavljaju na 

rastojanju 2h, tako da ovaj odnos uzima vrednost: 

1/ 2 /( ) 1e a b h f b      . 

Takođe, koeficijent e uzima sledeću vrednost: 

1

2

1 1

y

a x

e

y

a x

c
f k

k

c
f k

k










  

 

  

, (28) 

gde je: 

1 1,5   - koeficijent faktorisanog opterećenja za I 

slučaj opterećenja, 1 2,  - naponi usled faktori-

sanog opterećenja. 

Za prosečne vrednost, ovaj odnos se može 

približno napisati i izrazom: 

0,83 0,06p k    , (28.1) 

pa se uz odgovarajuće transformacije dobija: 

1,15 0,0072pc k   , (26.1) 

8,2

1,88 0,06
pK

k
 

 
, (29) 
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22

212 (1 )
e

E e k

s f






  
  

   
, (27.1) 

xp

p

Ko s f

e kK





 


. (25.1) 

Na Sl. 6 vidi se da je vrednost za koeficijent 1x  , 

pri čemu je uzeta pogonska klasa 2, S235JRG2 : 

 

Slika 6 Prikaz koeficijenta izvijanja 

Primenom metode Lagranževog množitelja, za 

kriterijum bočne stabilnosti, korišćenjem 

odgovarajućih parcijalih izvoda (6) i relacija (8) i 

(23) dobija se: 

1

3

y

x a

e c
k

f k






 


. (30) 

Iz ovog izraza može se dobiti optimalna vrednost 

parametra k za pojasni lim. Koristeći dobijene 

zavisnosti iz funkcije ograničenja prema ovom 

kriterijumu, funkciju cilja glasi: 

3

3

3 3

/ /
( )

/ /

cv x ch y

k x a y

M f M k
A h

h c f k c k

 

  

  


     
. (31) 

Provera lokalne stabilnosti vertikalnog lima vrši se u 

polju 1 i 2 (slika 7). 

 

Slika 7 Prikaz vertikalnog lima 

Pored dejstva normalnog napona u x pravcu, javlja se 

i normalni napon u y pravcu usled pritiska točka 

kolica. 

Posmatra se slučaj kada se pored vertikalnih 

dijafragmi na sredini raspona, u presku I, koristi i 

jedan red horizontalnih postavljenih na rastojanju od 

(0,25 0,33) h  . Posmatra se polje 1 i 2. 

Polje 1: Ovaj kriterijum je ispunjen ako je zadovoljen 

uslov lokalne stabilnosti: 

 
11

61, 1, 1,1,

1 1

, 1, , 1, , 1, , 1,

1
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ee

Sd y Sd x Sd ySd x

x y
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. (32) 

Naponi u tački 1 u pravcima x i y , kritični naponi 

pritiska i odgovarajući koeficijenti imaju 

vrednosti: 

1, 1

cv ch a

Sd x

x y

M c A M k c A
f

h A b A
 

 

     
    

     

  

1

1, 1

2 1

Sd y
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F

t l


 


 


, 

, 1, 1 /b Rd x x y mf f   , 
, 1, 1 /b Rd y y y mf f     

4 4

1 1 1 11 , 1x x y ye e      . 

Referentni napon 1e  glasi: 
2 22 2

2

1 2 2

1

4

12 (1 ) 12 (1 )
e

tE E

h s

 


 

    
      

      
. (33) 

Kako je: 

1 0,54 0,015p k    , (34) 

može se zapisati: 

1

8,2

1,59 0,015
pK

k
 

 
, (35) 

1

1
4

xp

p

Ko s

K



  . (36) 

Na Sl. 8 vidi se da je vrednost koeficijenta 1 1x  , 

pri čemu je uzeta pogonska klasa 2, a materijal 

S235JRG2 .Nešto niže vrednosti se dobijaju sa 

povećanjem vitkosti s. 

 

Slika 8 Prikaz koeficijenta izvijanja 

Slična analiza je za opterećenje u y pravcu, pri 

čemu je: 1F  - maksimalna sila pritiska točka, 

1 12,15 1,4rl e    - efektivna dužina raspodele 

optrećenja prema 16, 1rc - širina preko koje je 

raspoređena transverzalna sila, 
1y  - redukcioni 

faktor za polje 1: 

1 2

1 1

1 0,22
1,13 1y

y y


 

 
    

 
 

 za 
1 0,831y  , (37) 

1 1y   za 
1 0,831y  , 

1

1 1
4/

y

y r

Ko s

K a c



 


, (38) 

1 0,5yK   16. 

Na Sl. 9 vidi se da za prosečne i očekivane 

vrednosti parametara
1 1y  , pri čemu je uzeta 

pogonska klasa 2 i materijal S235JRG2 . 
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Slika 9 Prikaz koeficijenta izvijanja 

Za ove vrednosti parametara, izraz (34) postaje: 
22

1, 1, 1, 1, /Sd x Sd y Sd x Sd y y mf        . (39) 

Ova relacija važi ako je zadovoljen uslov: 

1, 1,Sd x Sd y  , odnosno da je leva strana veća od 

desne, ( ) ( )l df L f L -slika 10. 

 

 

 

Slika 10 Prikaz rezultata analize kritičnih napona u 

pravcima x i y 

Slična se procedura primenjuje i za polje 2.  

 
22

62, 2, 2,2,

2 2

, 2, , 2, , 2, , 2,

1

yx
ee

Sd y Sd x Sd ySd x

x y

b Rd x b Rd y b Rd x b Rd yf f f f

  
 

     
         

     
     

, (40) 

Naponi u tački 2 u pravcima x i y , kritični naponi 

pritiska i odgovarajući koeficijenti imaju 

vrednosti: 

2, 1
2

cv ch a

Sd x

x y

M c A M k c A
f

h A b A
 

 

     
    

      

, 

1

2, 1

2 2
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r
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t l


 


 


 , 

, 2, 2 /b Rd x x y mf f   , 
, 2, 2 /b Rd y y y mf f   , 

4 4

2 2 21 , 1x x y ye e     . 

Referentni napon 2e  glasi: 
2 22 2

2

2 2 2

2

4

312 (1 ) 12 (1 )
e

tE E

h s

 


 

    
      

      
. (41) 

Kako je: 

 2 0,6 0,01p k     , (42) 

može se zapisati: 

2

2 15,1 1,8 0,0978pK k k      , (43) 

2

2

(3 / 4)xp

p

Ko
s

K



   . (44) 

Na Sl. 11 vidi se promena vrednost za koeficijent 

2 x , pri čemu je uzeta pogonska klasa 2, a 

materijal S235JRG2 . Znatno niže vrednosti se 

dobijaju sa povećanjem vitkosti s. 

 

Slika 11 Prikaz koeficijenta izvijanja 

 

Posmatra se dalje anliza opterećenja u y pravcu, 

pri čemu je: 2 12,15 2 / / 2rl e h s h      - efektivna 

dužina raspodele optrećenja prema 14, 
2 y  - 

redukcioni faktor za polje 2, 
2 1,2yK   - 

koeficijent izvijanja, prema 14, 2rc  - širina preko 

koje je transverzalna sila raspoređena ,  

12

2 2

3

4/y r

Ko s

K a c





 


, (45) 

Na SL. 12 vidi se kako se za prosečne i očekivane 

vrednosti parametara, menja vrednost za 

koeficijent 
2 y , pri čemu je uzeta pogonska klasa 

2, a materijal S235JRG2  
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Slika 12 Prikaz koeficijenta izvijanja 

Za ovako dobijene vrednosti parametara, (34.2) 

postaje: 

   
22

2, , 2, 2, , 2,/ / 1
yx ee

Sd x b Rd x Sd y b Rd yf f   . (46) 

Da bi se uradila analiza, posmatraće se odnos 

maksimalnog napona pritiska u ovom polju i 

maksimalnog napona pritiska koji se javlja. 

2, 2 max, max,(0,52 0,009 )Sd x Sd x Sd xk          

Sada (34.2.1) postaje: 

   
4

4
2

2
11

2 2 2, 2/ /( ) 1
y

x

x Sd y m y yf


    


    . (47) 

Za prosečne parametre i variranjem nosivosti i 

unutrašnje širine može se videti kako se ovaj odnos 

menja, pri čemu je uzeto 160s   (SL. 13). 

 

Slika 13 Prikaz rezultata 

Na osnovu svega gore pomenutog, moguće je izabrati 

takve parametre tako da lokalna stabilnost bude 

zadovoljena. Kako je polje 1 kritično kod ispitivanja 

lokalne stabilnosti vertikalnih limova, a najveći 

napon koji se javlja je analogan onom kod pojasnog 

lima, i pošto faktori 1x  i 
1y  uzimaju za očekivane 

vrednosti odnosa k i vitosti s vrednost 1, dobija se da 

se za ovaj kriterijum može uzeti ista kriva, odnosno 

ograničenje ( 3g ) kao ova dobijena u prethodnom 

izrazu, a takođe se i optimalna vrednost za k po ovom 

kriterijumu određuje po relaciji (30), kao kod lokalne 

stabilnosti pojasnog lima, a takođe je i funkcija cilja 

po relaciji (31). 

4 NUMERIČKI PRIKAZ DOBIJENIH 

REZULTATA 

 

Korišćenjem izraza (19), (22) i (30) dobijaju se 

optimalna vrednost parametra k prema posmatranim 

kriterijumima. Optimalne vrednosti parametra k u 

funkciji od člana e prikazane su u tabeli 1. 

Tabela 1 

e 1,2 1,3 1,4 1,5 

1k  3,90 4,00 4,10 4,25 

2k  3,35 3,33 3,31 3,30 

3k  4,20 4,30 4,40 4,55 

Izraz (20) predstavlja funkciju cilja dobijenu iz 

funkcije oraničenja prema kriterijumu čvrstoće i 

zajedno sa funkcijom cilja (8) može se predstaviti 

i grafičkim putem. Izraz (20) prikazan je 

isprekidanom, a izraz (8) punom linijom (Sl. 14 i 

SL. 15). Vidi se kako se menja položaj presečne 

tačke u zavisnosti od izbora materijala po 

domaćem standardu (SL. 14), odnosno eurokodu 

(SL: 15), gde su usvojene vrednosti parametara 

L=20 m i Q=12.5 t. 

 

Slika 14 Optimalne vrednosti visine nosača i 

funkcije cilja prema kriterijumu čvrstoće, prema 

JUS standardu a S235JRG2 . b S275JR . c 

S355JR  

 
Slika 15 Optimalne vrednosti visine nosača i 

funkcije cilja prema kriterijumu čvrstoće, prema 

Eurokodu a S235JRG2 . b S275JR . c S355JR  

U 16 je prikazano kako se menja ovaj položaj 

prema kriterijumu bočne stabilnosti. 

Izraz (31) predstavlja funkciju cilja dobijenu iz 

funkcije oraničenja prema kriterijumu lokalne 

stabilnosti limova i zajedno sa funkcijom cilja (8) 
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Komprativna anliza lokalne i bočne stabilnosti  
kao funkcije ograničenja pri optimizaciji kutijastog preseka glavnog nosača mosne dizalice 

može se predstaviti i grafičkim putem, kao u 

prethodnim slučajevima (Sl. 16). 

 

Slika 16 Optimalne vrednosti visine nosača i funkcije 

cilja prema kriterijumu lokalne stabilnosti imova a 

S235JRG2 . b S275JR . c S355JR  

Za polaznu analizu dobijenih rezultata mogu se 

usvojiti srednje vrednosti, tako da za S235JRG2  

uzima se vrednost 210s  , a za S355JR  170s  . 

Ostale veličine parametara, u ovoj fazi, su: 

1,33, 0,85, 1,15, 0,1, 2,3 ,a ke f k e m      

15 .kG kN    

Analiza je sprovedena za pogonsku klasu 2, koja je 

najčešće zastupljena u praksi. Za nju važe sledeće 

vrednosti: 1,05, 1,20, 0,08,K     1,20om  . 

Takođe, preporuka srpskih proizvođača dizalica jeste 

da minimalna vrednost širine b1 iznosi 
1 30b cm , 

odakle se dobija: 

/ 30k f h  , (48) 

dok kod stranih proizvođača ova vrednost iznosi 

1 20b cm : 

/ 20k f h  . (49) 

Ako se izjednači izraz (8) sa izrazima (19), (22) i 

(30) dobijaju se zavisnosti parametra k, prema 

posmatranim kriterijumima: 

 1 , , , , , , , ,cv ch x y y ak F s e h M M f k  , (50) 

 2 1 2 2, , , , , , , , ,cv ch k ak F s e h K K M M c k , (51) 

 3 , , , , , , , , , ,cv ch x y a yk F s e f h Q M M k f  , (53) 

pri čemu treba napomenuti da će se zavisnost (50) 

prikazati posebno za ovaj kriterijum po domaćem 

propisu (50.1), a posebno po eurokodu (50.2). 

Na sledećim slikama biće prikazani dobijeni 

optimalni geometrijski parametri za karakteristične 

nosivosti i raspone dvogrednih mosnih dizalica. 

Na slikama se vidi da su i kod domaćeg propisa i 

eurokoda za posmatrane slučajeve optimalan 

kriterijum čvrstoće. 

 

Slika. 17 Višekriterijumsko određivanje 

optimalne vrednosti parametra k za raspon 

dizalice L=12m, i nosivost 5Q t  

 

Slika. 18 Višekriterijumsko određivanje 

optimalne vrednosti parametra k za raspon 

dizalice L=12m, i nosivost 16Q t  

 

Slika. 19 Višekriterijumsko određivanje 

optimalne vrednosti parametra k za raspon 

dizalice L=20m, i nosivost 5Q t  
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Slika. 20 Višekriterijumsko određivanje optimalne 

vrednosti parametra k za raspon dizalice L=20m, i 

nosivost 16Q t  

4 ZAKLJUČAK 

 

U radu su dobijeni analitički izrazi koji definišu 

optimalne dimenzije kutijastog poprečnog preseka 

glavnog nosača mosne dizalice sa šinom 

postavljenom iznad vertikalnog lima. U analizi je 

korišćen metod Lagranžovih množitelja, gde  su kao 

funkcije ograničenja postavljeni kriterijumi čvrstoće, 

bočne i lokalne stabilnosti limova. Dobijeni su 

analitički izrazi za definisanje geometrijskih 

parametara poprečnog preseka koji daju optimalne 

vrednosti površine poprečnog preseka. Izvršena je 

komparativna analiza dobijenih rezultata za različite 

funkcije ograničenja i definisan postupak za izbor 

jedinstvenog rešenja. Komparativna analiza obuhvata 

i uticaj tehnologičnosti na izbor optimalnog rešenja. 

Sprovedena procedura omogućava brzo i efikasno 

određivanje optimalna vrednost geometrijskih 

parametra prema kritičnoj funkciji za odgovarajuće 

ulazne podatke i zadata ograničenja. 

Pokazana je značajna podudarnost krivih čvrstoće i 

lokalne stabilnosti limova po eurokodu. Može se 

uočiti i da je značajan uticaj tehnologičnosti na  

optimalne vrednosti dobijenih rezultata.  

Takođe pokazana je opravdanost primene metode 

Lagranžovih množitelja jer su dobijeni rezultati 

optimizacije u analitičkom obliku, koji omogućavaju 

donošenje zaključaka o uticaju pojedinih parametara i 

pravcima daljih istraživanja u smanjenju mase. 
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