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PRIMENA METODE KRUTIH TELA ZA DISRETIZACIJU NOSE IH STRUKTURA PRI 

DINAMI KOJ ANALIZI NA PRIMERU KONZOLNE DIZALICE  

Rezime: 
U radu je prikazan postupak dinami ke analize konzolne dizalice koriš enjem metode krutog tela pri emu je 
izvršena diskretizacija strukture konzolne dizalice sa tri elementa. Rezultati dobijeni metodom krutih tela 
pore eni su sa rezultatima dobijenim primenom metode kona nog elementa i klasi nog metoda oscilovanja 
nosa a. Odre eni su frekventni spektar i modovi oscilovanja dizalice za sve metode. Pokazano je da se 
jednostavnim postupkom diskretizacije sa minimalnim brojem elemenata može do i do rezultata koji su 
zna ajni za projektante. Sve tri metode su dale približne vrednosti prve tri ugaone u estanosti, koje su od 
zna aja u procesu projektovanja nose ih konstrukcija.

Klju ne re i: Diskretizacija, metod krutog tela, frekventni spektar, modovi oscilovanja, konzolna dizalica 

1. UVODNA RAZMATRANJA 

 
Prilikom rešavanja problema dinamike mašinskih sistema klasi nim metodama, mogu se javiti mnogobrojni 
problemi. U inženjerskom projektovanju, svi elementi kao što su: vratila, grede i nosa i,  imaju razli ite 
popre ne preseke u podužnom pravcu (slika 1) i mogu biti podeljeni na odgovaraju i broj delova. 

 
Slika 1        Slika 2 

Odatle sledi da jedna ina kretanja za svaki deo povezuje posmatrani mašinski element preko uslova 
neprekidnosti. U slu aju grede, jedna ina kretanja delova n i m, mogu biti opisane pomo u diferencijalnih 
jedna ina oblika 1 , 2 : 
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Svaka od ovih jedna ina može biti rešena koriš enjem slede ih uslova neprekidnosti: 
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U inženjerskim problemima broj ovih uslova je veliki i rešenje dinami kih jedna ina je otežano, a esto je 
vrlo teško do i do njega. Zbog toga se kontinualni sistemi koji se sre u u inženjerskim problemima, esto 
aproksimiraju sistemima sa odre enim brojem stepeni slobode. Sam proces odre ivanja matrice inercije i 
matrice krutosti zove se diskretizacija. 
Današnji softverski paketi dopuštaju ra unanje matrica krutosti i matrica inercije u prostoru slobodne grede 
duž koordinata ny , 

ny (slika 2) koje su me usobno povezane na osnovu izabranog broja ta aka N. Ove 
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istaknute ta ke se zovu vorovi. Najpoznatiji pristupi za kreiranje matrica krutosti i matrica inercije su 
metoda krutog elementa i metoda kona nog elementa. 
 
2. PRIMENA METODE KRUTOG TELA 
 

Po ovoj metodi nosa  se deli na dovoljan broj segmenata i konstantnog popre nog preseka, koji daje 
neophodnu ta nost (slika 3.a). Karakteristike savijanja i smicanja svakog segmenta su prikazane pomo u dve 
opruge krutosti 

iMc i 
iTc  respektivno (slika 3.b). Ekvivalentno za oba, aktuelni segment (slika 4.a) i njegov 

model (slika 4.b) zahtevaju jednakost ugla pomeranja (
i ir e ) uzrokovanog istim momentom savijanja 

iM 3 , 4 . 
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Desni deo segmenta 1il i levi deo slede eg segmenta il  ine sekciju (slika 3.c). Svaka sekcija smatra se 
krutom ije su masene karakteristike im i iJ . Na ovaj na in dobija se fizi ki model (slika 3.d) na koji se 
primenjuju Lagranževe jedna ine 5 , 6 , pri emu se dobija slede a jedna ina kretanja:  
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Y  - elementi vektora pomeranja. 

Matrica C  je kvadratna, simetri na i pojasna matrica, dok je matrica M dijagonalna matrica. 
Geometrijska interpretacija vektora koordinata iY  prikazana je na slici 5. Ovi vektori koordinata su povezani 
vorovima koji se nalaze u centru masa krutih elemenata. 

   
Slika  5      Slika 6 

Ako više sila deluje na kruti element, svaka od njih može biti ekvivalentno zamenjena silom iF  koja se 
nalazi u voru iO  i momentom i i iM F a  kao na slici 6. U opštem slu aju ove sile mogu biti nezavisne ili 
zavisne od vremena. Uvo enjem oznaka SF  za stati ke sile i ( )F t  za pobudne sile, dobija se slede a 
jedna ina kretanja 3 , 4 : 
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Pored ovih metoda može se koristiti i klasi na metoda poznata u teoriji oscilacija ili metod kona nih 
elemenata. Ako se koriste klasi ne dinami ke jednašine umesto matrice krutosti koristimo tzv. matricu 
uticajnih koeficijenata . 
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- matrica uticajnih koeficijenata. (7) 

Rešenje diferencijalnih jedna ina malih oscilacija pretpostavlja se u obliku: 
( ).y u cos t  

Razvijanjem determinante dobija se karakteristi na jedna ina na osnovu koje se dobijaju sopstvene vrednosti 
koje su u ovom slu aju kružne frekvencije 7 . 
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3. ANALIZA DOBIJENIH REZULTATA NA PRIMERU NOSE E KONSTRUKCIJE KONZOLNE 
DIZALICE 

3.1 Metoda krutih tela 

Na slici 7 prikazana je konzola konzolne dizalica nosivosti Q=500 kg i dohvata L=5,2 m, sa odgovaraju im 
dimenzijama. 

 
Slika 7 

Pri rešavanju problema, u obzir nije uzeto prigušenje. Prilikom merenja ugiba vrha strele optere enog 
ispitnimn teretom njegova izmerena vrednost iznosi f=18 mm. 
Pri odre ivanju sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora, koriš en je matemati ki softverski paket Mathcad. 
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Slika 8 

1 80m  kg, 2 3 55m m  kg, (ukupna masa 190m  kg); 

1
11 220
26

l l  cm, 2 3
15 150
52

l l l  cm, (ukupna dužina 520l  cm); 

1 3I I , 2 2I I , 3I I , 2140I  4cm . 

1 3B B , 2 2B B , 3B B , B IE , 42,1 10E  2/kN cm . 

1 3A A , 2 2A A , 3A A , 33,5A  2cm . 
Na slici 9 prikazan je model konzole od tri elementa podeljene prema metodi krutog tela na potrebne delove.  
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Slika 9 

Potrebne veli ine neophodne za primenu metode krutih tela glase: 
1 4 /19 40m m  kg, 2 27 / 76 67,5m m  kg, 3 11/ 38 55m m  kg, 4 11/ 76 27,5m m  kg. 

1 9,34837J  kg m 2, 2 28,4017J  kg m 2, 3 15,3655J  kg m 2, 4 1,10621J  kg m 2. 
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Navedenim postupkom odre uju se kružne frekvencije i modove: 

1

73,6254
425,4246
1218,674
1529,639

,
5728,546
6731,166
7422,370
7660,629

s

1 1 1 1 1 1 1 1
3,5758 3,4168 3,3060 3,2952 7,6297 3,7619 0,0473 0,3717

13,9660 7,1697 1,1778 0,1760 4, 4162 0, 2172 0,3089 0,1747
11,8140 4, 4495 1,9338 3,3226 3,9379 1, 2228 0,1699 0,7542

36,9331 3,9543 0,9785 1,7290 4, 47
S

12 0,3032 0,5019 0,0126
16,0101 9,7428 0,3344 6,3611 8,6156 0,3245 2,0929 0,5086

55,2783 9,0572 0,8948 2,3284 1,3530 0,1842 1, 2943 0,1796
16,8089 14,7119 5,2592 21,8810 15, 2378 1,8938 12,7660 1,7503

.  

Po etni uslovi odre uju se istovetno za sve navedene postupke. 
Na slici 10 prikazano je oscilovanje vrha dizalice u trenutku puštanja tereta u intervalu 1 s. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 10 

3.2 Klasi an metod dinamike i metod kona nih elemenata 

Ovaj rezulta mo e se uporediti sa rezultatima dobijenim primenom klasi nih jadna ina dinamike oscilovanja 
(slika 11). Za poznate vrednosti: 1 27 / 76 67,5m m  kg, 2 11/ 38 55m m  kg, 3 11/ 76 27,5m m  kg, 
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Slika 11 

Kružne frekvencije i modovi imaju slede e vrednosti: 
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S . 

Na slici 12 prikazano je oscilovanje vrha dizalice u trenutku puštanja tereta u intervalu od 1 s. 
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Za razliku od predhodnog metoda, kod metoda kona nog elementa i metoda krutog tela, pored linijskog 
pomeranja ta aka, uzimaju se i ugaona pomeranje ta aka. Na slici 13 prikazano je oscilovanje vrha dizalice u 
trenutku puštanja tereta u intervalu 1 s dobijeno metodom kona nih elemenata. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 12       Slika 13 
 
4. ZAKLJU AK 
 
Analiza rezultata dobijenih primenom metode krutih tela pokazala je da se ova metoda mo e uspešno 
primeniti za dinami u analizu nose ih konstrukcija. Komparativna analiza oscilovanja vrha dizalice u 
trenutku puštanja tereta, sa metodom kona nih elemenata i klasi nom dinami kom analizoom konstrukcija 
pokazuje visoku podudarnost dobijenih rezultata a samim time i metode krutih tela.   
Amplituda oscilovanja se u dobroj meri poklapa kod sve tri metode, kao i sa stvarnom izmerenom 
vrednoš u. Prime uju su odstupanja u vrednostima frekvetnog spektra kod ove tri metode, što se može 
opravdati time da su kod ovih metoda, iako su uzeta tri elementa, imamo razli ite brojeve stepeni slobode. 
Kod metode uticajnih koeficijena imamo najmanju ta nost jer ona samo uzima u obzir uzdužna pomeranja za 
razliku od druge dve metode koje uzimaju i ugaona pomeranja. 
Ono što se može videti da sve tri metode imaju približne vrednosti prve tri ugaone u estanosti (naro ito 
metoda kona nog elementa i metoda krutog tela), ime se opravdava usvojeni fizi ki model dizalice. 
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Sumary: 
The paper shows the procedure of cantilever crane dynamic analysis by using the rigid body method, 
whereby the structure discretization with three elements was carried out. The rigid body method results are 
compared with the finite element method results and results obtained through classical approach in structure 
oscillation. The frequency range and oscillation modes of the crane were obtained by all methods mentioned. 
It is shown that the significant results for designers can be achieved by a simple dicretizacion procedure with 
minimum number of elements. All three methods gave approximately the same values for the first three 
angular frequencies, which are of most importance for carrying structures design process.          
 
Key words: dicretizacion, rigid body method, frequency range, oscillation modes, cantilever crane 


