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1. UVOD 
 

Zadatak regresione analize je da na osnovu 

eksperimentalnih ta�aka prona�e odgovaraju�u 

analiti�ku zavisnost zavisno promenljive od 

analiziranih uticajnih parametara  �ija je 

signifikantnost dokazana.  Kada je u pitanju 

zavisnost od jednog ili dva uticajna parametra 

regresiona zavisnost se može prikazati u ravanskom 

ili prostornom koordinatnom sistemu krivom 

linijom odnosno krivom površinom. Me�utim, kada 

je u pitanju �etvorodimenzionalni problem dobijene 

zavisnosti nije mogu�e prikazati grafi�ki 

standardnim dijagramima. S obzirom da grafi�ki 

prikaz mnogo više govori o posmatranoj pojavi 

nego tabele i analiti�ke zavisnosti to su u nastavku 

prikazane mogu�nosti grafi�kog predstavljanja 

�etvorodimenzionalnih problema kategorizovanim 

dijagramima i prostornim trougaonim dijagramima 

(ternary graph). 

 

 

2. KATEGORIZOVANI 3D DIJAGRAMI 

 

Prostorno predstavljanje zavisnosti posmatrane 

pojave od tri nezavisno promenljive je mogu�e 

ukoliko se izvrši kategorizacija eksperimentalnih 

podataka. Ukoliko je npr. za plan eksperimenata 

usvojen Taguchi-jev plan eksperimenata zasnovan 

na ortogonalnoj matrici L8 (27) koja zahteva 8 

eksperimenata za analizu uticaja 7 faktora od kojih 

svaki može biti na dva nivoa tj. niži nivo kodiran sa 

"0" (kada nema uticaja posmatranog faktora) i viši 

nivo kodiran sa "1" (kada postoji uticaj 

posmatranog faktora) i ukoliko se dokaže da su tri 

od sedam faktora (npr. X1 , X2 i X3)  signifikantna to 

je podatke mogu�e podeliti u dve grupe npr. "grupu 

I" u kojoj je X1=0 i "grupu II" u kojoj je X1=1. Za 

ovako prilago�ene podatke je mogu�e nacrtati dva 

prostorna dijagrama: 

� dijagram 1: 

),( 3201 1
XXfYY X �� �

��

,  za X1=0   (1) 

� dijagram 2:  

),( 3212 1
XXfYY X �� �

��

, za X1=1  (2) 

Kako postoji samo 8 podataka (iz 8 eksperimenata) 

to se podaci dele u dve grupe od po 4 podatka 

(tabela 1  i slika 1). Za formiranje analiti�ke 

zavisnosti (1) i (2) su sada na raspolaganju samo po 

4 podatka odnosno, po 4 eksperimentalne ta�ke što 

je malo za nelinearnu zavisnost. U ovom slu�aju je 

mogu�e dobiti analiti�ke izraze za funkcije (1) i (2) 

samo u obliku višestruke linearne regresije. 

Pretpostavljene jedna�ine višestruke regresije 

imaju oblik: 

3221 XbXbaY ���
�

   (3) 

Izra�unate vrednosti koeficijenata za funkciju 

(3) su prikazane u tabeli 2. 
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Tabela 1.  Eksperimentalne vrednosti podeljene u grupe 

 X1 X2 X3 Y 
0 0 0 96 

0 0 1 66 

0 1 0 79 

Grupa I 

X1 = 0 

0 1 1 58 

1 0 0 67 

1 0 1 46 

1 1 0 48 

Grupa II 

X1 = 1 

1 1 1 42 

 

 
Slika 1.  Položaj eksperimentalnih ta�aka u prostoru 

 

 
Tabela 2.  Vrednosti koeficijenata višestruke linearne regresije 

X1 = 0 X1 = 1 

Koeficijent 
Vrednost 

koeficijenta 
Koeficijent 

Vrednost 

koeficijenta 

a 93.75 a 63.25 

b1 -12.5 b1 -11.5 

b2 -25.5 b2 -13.5 

 

 

Empirijske jedna�ine glase: 

321 *5.25*5.1275.93 XXY ���
�

 (4) 

322 *5.13*5.1125.63 XXY ���
�

 (5) 

Za linearne modele višestruke regresije date 

jedna�inama (4) i (5)  su izra�unati kvadrati 

odstupanja empirijskih ta�aka od jedna�ine 

regresije i dobijena je vrednost zbira kvadrata 

odstupanja SK=76.5 (tabela 3). Kako je apsolutna 

vrednost najve�eg odstupanja �max=3.75 manja od 

3*E=9.28 to se na osnovu pravila tri sigma  može 

smatrati da je pretpostavljena funkcionalna 

zavisnost dobra. 

Trodimenzionalni  dijagrami kategorizovani po 

X1   tj. grafi�ki  prikaz zavisnosti  (4) i (5)  su dati 

na slici 2.  Ovi prikazi su veoma informativni u 

pogledu razjašnjenja uticaja posmatranih 

parametara. Sa slike se uo�ava da sa porastom 

vrednosti parametra X2  vrednost posmatrane 

funkcije Y
�

 opada. Isti trend uticaja ali sa znatno 

ja�im intenzitetom ima parametar X3 . Uticaj 

parametra X1 se može sagledati upore�enjem levog 

i desnog dijagrama na slici 2. Kada ne deluje 

parametar X1  (X1 =0) uticaj parametara X2  i X3  je 

predstavljen prostornom ravni na levoj strani, dok 

se pod uticajem dejstva parametra X1 (X1 =1) 

prostorna ravan spušta (dijagram desno) pri �emu 

se menja i nagib ravni u oba pravca, što zna�i da 

parametar X1 uti�e i na efekte dejstva parametara X2  

i X3 . 
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Tabela 3.  Prora�un zbira kvadrata odstupanja za regresionu liniju 

X1 X2 X3 Yi iY
)

 � �2 

0 0 0 96 93.75 2.25 5.0625

0 0 1 66 68.25 -2.25 5.0625

0 1 0 79 81.25 -2.25 5.0625

0 1 1 58 55.75 2.25 5.0625

1 0 0 67 63.25 3.75 14.0625

1 0 1 46 49.75 -3.75 14.0625

1 1 0 48 51.75 -3.75 14.0625

1 1 1 42 38.25 3.75 14.0625

Zbir kvadrata odstupanja 76.5

Srednje kvadratno odstupanje E = 3.092329

3*E = 9.276988

 

 

Kako trodimenzionalni dijagrami nisu pogodni 

za ta�nije o�itavanje vrednosti funkcije to je na slici 

3 prikazan konturni površinski dijagram tako�e 

kategorizovan po X1 .  Uz ovaj dijagram je data i 

legenda pri �emu svaka boja nosi odre�enu 

vrednost posmatrane zavisne promenljive, dok se 

vrednosti nezavisnih promenljivih X2  i X3  mogu 

o�itati na horizontalnoj i vertikalnoj osi. 

Na isti na�in se mogu dobiti i trodimenzionalni  

dijagrami kategorizovani po X2 i X3   i odgovaraju�i 

konturni površinski (2D) dijagrami. 

 

 

3. TERNARY GRAPH 
 

Za prikazivanje trodimenzionalne zavisnosti 4 

promenljive, na raspolaganju stoji i trougaoni 

dijagram (Ternary Graph) koji �e biti objašnjen u 

nastavku. 

Na slici 4 je prikazan prostorni raspored 

eksperimentalnih ta�aka u koordinatnom sistemu 

X1X2X3. 

Ako iz postoje�eg eksperimentalnog plana koji 

sadrži 8 ta�aka odbacimo prvi eksperiment (X1=0, 

X2=0, X3=0) i ako vrednosti uticajnih parametara 

posmatramo kao proporcije, onda preostalih 7 

kombinacija od po tri komponente treba formirati 

tako da svaka kombinacija daje broj 1 (tabela 4). 

Unošenjem ovih podataka u 3D dijagram postaje 

o�igledno da sve ta�ke leže u istoj ravni �iji presek 

sa koordinatnim sistemom  daje prostorni trougao 

(slika 5.). 

 

 
Slika 2.  3D kategorizovani dijagram 
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Slika 3.  Kategorizovani konturni površnski dijagram 

 

 
Tabela  4.  Transformacija podataka za trougaoni dijagram 

 
 

 

 
Slika 4.  Raspored eksperimentalnih ta�ka u prostoru 

 

 
Slika 5.  Prostorni raspored transformisanih 

eksperimentalnih ta�aka 
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Kombinacija u kojoj postoji dejstvo samo 

jednog parametra npr. X1=0, X2=0, X3=1 

(eksperiment u kome parametar X3 deluje 100%  a 

nema dejstva ostalih parametara) se nalazi u 

preseku prostornog trougla i Z-ose. Posmatrano u 

ravni trougla X1X2X3 uticaj ovog parametra  opada 

idu�i duž visine trougla povu�ene iz ta�ke X3, kao i 

duž stranica koje polaze iz ove ta�ke (slika 6.) tako 

da je vrednost parametra X3=0 duž cele stranice X1 

X2. Na sredini stranica X1 X3  i X2 X3 ova vrednost 

je X3=0.5 (ili 50%). 

Ukoliko se na trougao X1X2X3  doda �etvrta 

dimenzija  tako da bude upravna na trougao, onda 

se mogu ucrtati vrednosti zavisno promenljive  ili 

trodimenzionalna površina  koja predstavlja 

pretpostavljenu funkciju zavisnosti zavisne 

promenljive. 

Vrednost zavisne promenljive  u ovakvom 

trodimenzionalnom prikazu je predstavljena 

rastojanjem ta�aka pretpostavljene prostorne 

površine od površine trougla ili se može o�itati na 

konturnom dijagramu (slika 7.) gde konture 

predstavljaju visinsko rastojanje  prostorne funkcije 

od 2D trougla. 

 

 
Slika 6.  Prostorni trougao sa pripadaju�im eksperimentalnim ta�kama 

 

 

 
Slika 7.  Trougaoni 3D dijagram (Ternary graph) i konturni 2D dijagram 

X1 X2

X3

0.25

0.50

0.75

0.25 0.50 0.75

0.25

0.50

0.75

 50.229
 54.457
 58.686
 62.915
 67.143
 71.372
 75.601
 79.829
 84.058
 88.286
 above
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4. DEFINISANJE REGRESIONOG 
MODELA 

 

Teorijski regresioni model za napred navedeni 

primer se može pretpostaviti u obliku višestruke 

kvazilinearne regresije: 

322331132112

332211
XXbXXbXXb       

XbXbXbŶ
���

����
 (6) 

4.1. Odre�ivanje koeficijenata  regresije 
 

Nepoznate vrednosti koeficijenata višestruke 

regresije se odre�uju na osnovu metoda najmanjih 

kvadrata [3], [4], [5], [6], tj. iz uslova da zbir 

kvadrata grešaka: 

 

� �
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odakle se dobija sistem jedna�ina: 

� �
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� �
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0)XX()XXbXXbXXbXbXbXb(Y2

0)XX()XXbXXbXXbXbXbXb(Y2

0)X()XXbXXbXXbXbXbXb(Y2

0)X()XXbXXbXXbXbXbXb(Y2

0)X()XXbXXbXXbXbXbXb(Y2

i32

N

1i
i322331132112332211i

i31

N

1i
i322331132112332211i

i21

N

1i
i322331132112332211i

i3

N

1i
i322331132112332211i

i2

N

1i
i322331132112332211i

i1

N

1i
i322331132112332211i

��������

��������

��������

��������

��������

��������

	

	

	

	

	

	

�

�

�

�

�

�

 
Sistem jedna�ina (9) se može svesti na sistem od šest homogenih linearnih jedna�ina sa šest nepoznatih: 

YXXXXbXXXbXXXbXXbXXbXXXb

YXXXXXbXXbXXXbXXbXXXbXXb
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(8)

(9)

(10)
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U regresionoj analizi jedna�ine tipa (10) se 

nazivaju normalne jedna�ine. Rešenje sistema 

jedna�ina (10) je izvedeno pomo�u matri�nog 

ra�una. U matri�noj formi ovaj sistem jedna�ina 

ima oblik: 
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Ili u skra�enom obliku: 
YBX ��                (12) 

Vrednosti koeficijenata regresije se izra�unavaju 

iz relacije: 

YXB 1��                (13) 

Vrednosti nezavisnih promenljivih prilago�enih 

trougaonom koordinatnom sistemu i vrednosti 

zavisne promenljive koje su dobijene 

eksperimentom su prikazane u tabeli 5.  

 

 

 

 

Tabela 5.  Vrednosti promenljivih za prora�un 

koeficijenata regresije 

Eksperiment X1 X2 X3 Y =tproj

2 0 0 1 66 

3 0 1 0 79 

4 0 0.5 0.5 58 

5 1 0 0 67 

6 0.5 0 0.5 46 

7 0.5 0.5 0 48 

8 0.333 0.333 0.333 42 

 

Na osnovu ovih podataka su dobijene vrednosti 

matrica X i Y: 
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19,1667

16,1667

16,6667

132
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Y

 
Sra�unate vrednosti koeficijenata regresije 

matemati�ka modela  su prikazane u tabeli 6. 

Tabela 6.  Vrednosti regresionih koeficijenata 

b1 67.1363636

b2 79.1363636

b3 66.1363636

b12 -102.72727

b13 -84.727273

b23 -60.727273

 

tako da se matemati�ki model pretpostavljen 

jedna�inom (6) sada može napisati u obliku: 
 

323121321 727.60727.84727.102136.66136.79136.67 XXXXXXXXXY ������
            (14) 

 

 

 

(11)
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4.2. Grafi�ka interpretacija  matemati�kog 
modela 

 

Nakon provere adekvatnosti matemati�kog 

modela, ocene signifikantnosti koeficijenata 

regresije i prora�una granica pouzdanosti 

koeficijenata regresije može se pristupiti grafi�koj 

interpretaciji matemati�kog modela. 

Matemati�ki modeli promenljive Y od 

selektovanih parametara X1 , X2 i X3 definisan 

jedna�inom (14), je grafi�ki prikazan prostornim 

trougaonim dijagramom i njemu pripadaju�im 

konturnim 2D dijagramom na slikama 8 i 9. 

 

v=67.136*x+79.136*y+66.136*z-102.727*x*y-84.727*x*z-60.727*y*z

 45.711
 49.053
 52.396
 55.738
 59.081
 62.424
 65.766
 69.109
 72.451
 75.794
 above

 
Slika 8.  Trougaoni 3D dijagram ( Ternary graph) 

 

 

v=67.136*x+79.136*y+66.136*z-102.727*x*y-84.727*x*z-60.727*y*z
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 above

 
Slika 9.  Konturni 2D dijagram  
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Za kvazilinearni model višestruke regresije dat 

jedna�inom (6) su izra�unati kvadrati odstupanja 

empirijskih ta�aka od jedna�ine regresije i dobijena 

je vrednost zbira kvadrata odstupanja SK=2.4545 

(tabela 7). Kako je apsolutna vrednost najve�eg 

odstupanja �max=1.227 manja od 3*E=1.662 to se na 

osnovu pravila tri sigma  može smatrati da je 

pretpostavljena funkcionalna zavisnost dobra. 

Upore�enjem linearnog modela za kategorizovani 

dijagram i kvazilinearnog modela za ternary graph 

može se uo�iti višestruka prednost drugog modela 

kako po informativnosti o posmatranoj zavisnosti 

koju nam pruža dijagram , tako i po ta�nosti 

matemati�kog modela.  

 
Tabela 7.  Prora�un zbira kvadrata odstupanja za regresionu liniju 

X1 X2 X3 Yi iY
�

 
� �2 

0 0 1 66 66.1360 -0.13600 0.018496

0 1 0 79 79.1360 -0.13600 0.018496

0 1 1 58 57.4543 0.54575 0.297843

1 0 0 67 67.1360 -0.13600 0.018496

1 0 1 46 45.4543 0.54575 0.297843

1 1 0 48 47.4543 0.54575 0.297843

1 1 1 42 43.2270 -1.22700 1.505529

Zbir kvadrata odstupanja 2.454546

Srednje kvadratno odstupanje E = 0.553912

3*E = 1.661735

 

 

5. KATEGORIZOVANI TERNARY GRAPH 
 

Ternary graph može biti veoma koristan i u 

slu�aju kada je potrebno prikazati funkcionalnu 

zavisnost zavisne promenljive od �etiri 

komponente. U tom slu�aju je potrebno primeniti 

kategorizovane dijagrame kao što je prikazano na 

slikama 10 i 11. 
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X1: 0 v=0.896*x+0.882*y+0.882*z+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X1: 1 v=0.876*x+0.862*y+0.862*z+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X1: 0 X1: 1
 

Slika 10.  Kategorizovani Ternary graph - primer 1 
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X1: <= .333 v=0.896*x+0.882*y+0.882*z+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X1: (.333,.667] v=0.886*x+0.872*y+0.872*z+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X1: > .667 v=0.866*x+0.852*y+0.852*z+0.167*x*y+0.203*x*z+0.155*y*z

X1: 0 X1: 0.5

X1: 1
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  0.932
  0.937
  0.941
 above

 
Slika 11.  Kategorizovani Ternary graph - primer 2 

 

 

6. ZAKLJU�AK 
 

Kada su u pitanju višedimenzionalni problemi, 

u regresionoj analizi je od velikog zna�aja da se 

pored dobijenih analiti�kih zavisnosti ova 

korelaciona veza prikaže i vizuelno adekvatnim 

grafi�kim prikazima (dijagramima). Prednost 

Ternary graph-a je u tome što se prostornom 

krivom površinom mogu prikazati 

�etvorodimenzionalni a sa kategorizovanim 

Ternary graph-om i petodimenzionalni problemi. 
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TERNARY GRAPH AND ITS APPLICATION IN REGRESSION 
ANALYSIS 

 
SUMMARY:  Ternary graph is used at regresion analisys for visualization of four dimensional problems. 
This papers shows Ternary graph description, data transformation procedure and procedure for 
determination of regresion line coefficients for assumed shape of multiple regresion. 
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