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CHARACTERISTIC KINDS OF FRAMES

OF CURVES IN GEOMETRY OF MINKOWSKI

SPACES

Doctoral Dissertation

Kragujevac, 2025



Identifikaciona stranica doktorske disertacije

Autor

Ime i prezime: Jelena �or�evi�

Datum i mesto ro�e�a: 24.06.1992, Kragujevac

Sadax�e zaposle�e:
asistent na Prirodno-matematiqkom fakultetu Univerziteta u Kragujevcu

Doktorska disertacija

Naslov: Karakteristiqne vrste repera krivih u geometriji prostora Minkovskog

Broj stranica: 111

Broj slika: 16

Broj bibliografskih podataka: 88

Ustanova i mesto gde je rad izra�en:
Prirodno-matematiqki fakultet Univerziteta u Kragujevcu, Kragujevac

Nauqna oblast (UDK): Matematika (UDK 514.7)

Mentor: prof. dr Emilija Nexovi�, redovni profesor, Prirodno-matematiqki
fakultet, Univerzitet u Kragujevcu

Broj i datum odluke Ve�a univerziteta o prihvata�u teme doktorske disertacije:
IV-01-641/9, 18.09.2024.



Zahvalnica

Ovaj rad je rezultat vixegodix�eg truda, ali i podrxke izuzetnih osoba kojima
dugujem duboku zahvalnost.

Najve�u zahvalnost dugujem svom mentoru prof. dr Emiliji Nexovi� na velikoj
posve�enosti, podrxci i neiscrpnim savetima koji su me pratili kroz svaki korak
mog istra�iva�a u oblasti geometrije prostora Minkovskog.

Zahva	ujem se i qlanovima komisije na vremenu, pa��i i korisnim sugestijama,
koje su doprinele konaqnom oblikova�u ove disertacije. Tako�e, �elim da se zahva-
lim prof. dr Miroslavi Petrovi�-Torgaxev i doc. dr Milici Grbovi��iri�, na
�ihovoj nesebiqnoj pomo�i i podrxci.

Neizmerno sam zahvalna svojoj porodici, qija je 	ubav, strp	e�e i podrxka omo-
gu�ila da istrajem kroz sve izazove. Hvala i mojim prijate	ima, koji su me kroz
ohrabre�e i prisustvo pratili tokom ovog dugog procesa.



Sa�etak

U ovoj doktorskoj disertaciji definisani su i istra�eni karakteristiqni re-
peri du� krivih u prostorima Minkovskog. Uveden je Bixopov reper (reper sa
svojstvom minimalne rotacije) pseudo nul krive i parcijalno nul krive u prostor-
vremenu Minkovskog E4

1. Izvedene su jednaqine Bixopovog repera i dobijena je od-
govaraju�a relacija izme�u Freneovog i Bixopovog repera. Pomo�u geometrijske
algebre prostor-vremena, odre�eni su Darbuovi bivektori Freneovog i Bixopovog
repera pseudo nul krive. Dokazano je da se Freneov reper parcijalno nul krive mo-
�e dobiti rotacijom Bixopovog repera koji odgovara jednom partikularnom rexe�u
nelinearne diferencijalne jednaqine tre�eg reda, qija partikularna rexe�a odre-
�uju Bixopove krivine krive. Dobijena je parametrizacija svetlosne hiperpovrxi
i svetlosne fokalne povrxi du� parcijalno nul krive u terminima Bixopovog
repera.

Uvedeni su uopxteni Darbuovi reperi prve i druge vrste prostorne i pseudo nul
krive na svetlosnoj povrxi u prostoru E3

1, kao i uopxteni Darbuovi reperi prve
i druge vrste nul Kartanove krive na vremenskoj povrxi. Date su karakterizaci-
je nul Kartanovih normalnih izofotnih, normalnih siluetnih, rektifikacionih
izofotnih i rektifikacionih siluetnih krivih koje le�e na vremenskoj povrxi.
Pod pretpostavkom da je data parametarska jednaqina vremenske povrxi, jednaqina
ose i geodezijska krivina nul Kartanove normalne izofotne ili normalne siluetne
krive, dobijeni su numeriqki primeri takvih krivih.

K	uqne reqi: prostor Minkovskog, pseudo nul kriva, parcijalno nul kriva, nul
Kartanova kriva, Bixopov reper, uopxteni Darbuov reper, normalne izofotne kri-
ve, normalne siluetne krive, rektifikacione izofotne krive, rektifikacione si-
luetne krive



Abstract

In this doctoral dissertation, characteristic frames of curves in Minkowski spaces are
defined and investigated. The Bishop frame (the frame with rotation minimizing property)
of a pseudo null curve and a partially null curve in Minkowski spacetime E4

1 is introduced.
The Bishop frame’s equations are derived and the corresponding relation between the
Frenet and the Bishop frame is obtained. By using spacetime geometric algebra, Darboux
bivectors of Frenet and Bishop frames for pseudo null curves are determined. It is proved
that the Frenet frame of a partially null curve can be obtained by rotating the Bishop frame
that corresponds to a particular solution of a third-order nonlinear differential equation,
whose particular solutions determine Bishop curvatures of the curve. The parametrizations
of lightlike hypersurfaces and lightlike focal surfaces along partially null curves in terms
of the Bishop frame are obtained.

Generalized Darboux frames of the first and the second kind for spacelike and pseudo
null curves lying on lightlike surface in E3

1, as well as generalized Darboux frames of the
first and second kind of null Cartan curves lying on timelike surface, are introduced. Cha-
racterizations of null Cartan normal isophotic, normal silhouette, rectifying isophotic and
rectifying silhouette curves lying on a timelike surface are provided. Under the assumption
that parametric equation of the timelike surface, an axis and geodesic curvature of a null
Cartan normal isophotic or normal silhouette curve is given, numerical examples of such
curves are obtained.

Keywords: Minkowski space, pseudo null curve, partially null curve, null Cartan cur-
ve, Bishop frame, generalized Darboux frame, normal isophotic curve, normal silhouette
curve, rectifying isophotic curve, rectifying silhouette curve
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1 Uvod

Poznato je da su reperi sa svojstvom minimalne rotacije od fundamentalnog
znaqaja u mnogim oblastima nauke i tehnike. �ihove primene se mogu sresti u ra-
qunarskoj grafici, robotici, pri modelova�u povrxi koje su generisane kreta�em
profilne krive i pri planira�u puta�e alata u raqunarski podr�anom dizajnu.
Koriste se u istra�iva�ima u kvantnoj mehanici, biomatematici pri prouqava�u
strukture DNK molekula i dinamici fluida.

Da bi se odredile karakteristike kreta�a krutog tela u prostoru, neophodno je
odrediti �egov polo�aj i orijentaciju. U opxtem sluqaju, oni su nezavisne veliqi-
ne ([24]). Me�utim, u velikom broju sluqajeva, prirodno je posmatrati kreta�a koja
uk	uquju �ihovu me�usobnu povezanost. Kod takvih kreta�a, reperi sa svojstvom
minimalne rotacije su od posebnog znaqaja. Najpoznatiji primer takvog repera je
Freneov reper {T,N,B} regularne krive u euklidskom prostoru E3, qija vektorska
po	a T i B imaju svojstvo minimalne rotacije, jer ne rotiraju oko vektorskog po	a
N u rektifikacionim ravnima krive.

Kod Bixopovog repera {T,N1, N2} krive u prostoru E3, svojstvo minimalne ro-
tacije imaju vektorska po	a N1 i N2 koja ne rotiraju oko tangentnog vektorskog
po	a T ([2]). Ovaj reper ima svoju interpretaciju u teoriji elastiqnosti ([56]).
Kada se prava uniformno elastiqna xipka deformixe, energija deformacije ima
komponentu savija�a i uvija�a. Komponenta savija�a zavisi od krivine xipke, a
komponenta uvija�a je jednaka nuli jedino ako se du� krive posmatra �en Bixopov
reper.

Oskulatorni reper {F,G,B} sadr�i vektorska po	a F i G koja imaju svojstvo
minimalne rotacije, tj. ne rotiraju oko vektorskog po	a binormala B u oskulator-
nim ravnima kada se taqka kre�e du� krive ([23]). U aerodinamici se pomo�u ove
vrste repera opisuje kreta�e aviona koji leti bez rotacije oko z-ose.

Usmereni reper sa svojstvom minimalne rotacije {O,P,Q} se koristi pri defi-
nisa�u kreta�a kamere koja snima nepokretni objekat ([25]). On sadr�i jediniqni
vektor polo�aja O date taqke i jediniqne vektore P i Q koji ne rotiraju oko vek-
tora O u ravni slike, pri qemu va�i jednakost ⟨O,D⟩ = 0, gde je D Darbuov vektor
usmerenog repera. Ovi reperi imaju primene pri snima�u u endoskopiji i hirur-
giji, gde se mini kamera postav	ena na savit	ivu cev ubacuje kroz mali otvor i
usmerava du� zakriv	ene puta�e, kako bi snimila uzorak tkiva.

Bixopov reper regularne krive u euklidskom prostoru E3 je definisan 1975.
godine u radu [2]. U 3-dimenzionom prostoru Minkovskog E3

1, pomenuti reper za
vremenske i prostorne krive sa ne-nul glavnom normalom, uveden je u analogno eu-
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klidskom sluqaju u referenci [69]. S druge strane, Bixopov reper pseudo nul i nul
Kartanovih krivih u prostoru E3

1 definisan je u radu [29]. U prostorima dimenzije
ve�e od 3, osobine Bixopovog repera mogu se na�i u referencama [22], [27] i [36].
Nove vrste Bixopovih repera prouqavane su u radovima [28] i [48].

U ovoj doktorskoj disertaciji definisani su Bixopovi reperi pseudo nul kri-
vih i parcijalno nul krivih u prostor-vremenu Minkovskog, kao i uopxteni Dar-
buovi reperi prostornih, pseudo nul i nul Kartanovih krivih koje le�e na odgo-
varaju�oj povrxi u prostoru Minkovskog E3

1. Pomo�u uopxtenih Darbuovih repera,
uvedene su nove vrste izofotnih i siluetnih krivih - nul Kartanove normalne izo-
fotne i normalne siluetne krive, kao i nul Kartanove rektifikacione izofotne i
rektifikacione siluetne krive. Tako�e su dobijene relacije izme�u pomenutih kri-
vih i nul Kartanovih uopxtenih helisa, relativno normalnih-iskoxenih helisa i
izofotnih krivih.

Posle Uvoda, u drugom poglav	u disertacije date su definicije osnovnih poj-
mova i teoreme od znaqaja za predstav	a�e dobijenih rezultata iz oblasti semi-
Rimanove geometrije. Navedena je definicija semi-euklidskog prostora i pseudo-
ortonormirane baze i uveden je pojam kauzalnog karaktera vektora, ravni i pot-
prostora. Interpretiran je deo Lorencove geometrije u specijalnoj teoriji rela-
tivnosti. Date su definicije izometrija i vektorskog proizvoda vektora u semi-
euklidskom prostoru. U odnosu na kauzalni karakter krive, date su definicije i
jednaqine �enog Freneovog i Kartanovog repera u 3-dimenzionom i 4-dimenzionom
prostoru Minkovskog. Uveden je pojam repera sa svojstvom minimalne rotacije -
Bixopovog repera du� krive u prostorima E3, E3

1 i E4
1 i navedene su teoreme koje

daju relaciju izme�u tih repera i Freneovog ili Kartanovog repera. S obzirom na
kauzalni karakter krive i povrxi u prostoru Minkovskog E3

1, data je definicija
odgovaraju�eg Darbuovog repera, relacije izme�u krivina krive u odnosu na �en
Freneov i Darbuov reper i jednaqine odgovaraju�eg Darbuovog repera.

U tre�em, qetvrtom i petom poglav	u su prikazani originalni rezultati diser-
tacije.

Tre�e poglav	e je posve�eno Bixopovom reperu pseudo nul krive u prostor-
vremenu Minkovskog E4

1. Najpre su definisani Bixopov reper i Bixopove krivine
pseudo nul krive, a zatim je dokazana teorema koja daje relaciju izme�u Bixopo-
vog i Freneovog repera. Izvedene su formule za Bixopove krivine i dobijena je
nelinerana diferencijalna jednaqina tre�eg reda qija partikularna rexe�a odre-
�uju pomenute krivine. Pomo�u geometrijske algebre prostor-vremena, dobijeni su
izrazi za Darbuove bivektore Freneovog i Bixopovog repera i data je geometrijska
interpretacija Freneovih i Bixopovih krivina u terminima povrxina projekcija
Darbuovih bivektora na ravni razapete odgovaraju�im vektorskim po	ima Frene-
ovog ili Bixopovog repera. Zatim je definisan Bixopov reper parcijalno nul
krive u prostor-vremenu Minkovskog E4

1 koja le�i u svetlosnoj hiperravni. Doka-
zano je da takva kriva ima tri Bixopova repera koji su odre�eni partikularnim
rexe�ima odgovaraju�e diferencijalne jednaqine tre�eg reda. Tako�e je dokazano
da se Freneov reper parcijalno nul krive mo�e dobiti rotacijom Bixopovog repe-
ra koji odgovara jednom partikularnom rexe�u pomenute diferencijalne jednaqine
oko vremenske ravni za odgovaraju�i hiperboliqki ugao. U nastavku je dobijena pa-
rametrizacija svetlosne prenosne hiperpovrxi sa parcijalno nul baznom krivom
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i svetlosne fokalne povrxi u terminima Bixopovog repera dobijenog rotacijom
Freneovog repera. Dokazano je da fokalna povrx du� parcijalno nul helise nema
kritiqnih taqaka.

U qetvrtom poglav	u su uvedeni novi reperi krivih koje le�e na vremenskoj ili
svetlosnoj povrxi u prostoru Minkovskog E3

1, koji predstav	aju uopxte�e Darbuo-
vih repera. Kako se ti reperi poklapaju sa Darbuovim reperom u posebnom sluqaju,
nazivaju se uopxteni Darbuov reper prve vrste i uopxteni Darbuov reper druge vr-
ste. Ovi reperi su uvedeni skalira�em nul vektorskog po	a koje pripada Freneovom
ili Darbuovom reperu krive. Izvedene su jednaqine pomenutih repera i uvedene su
nove krivine krive - uopxtena geodezijska krivina, uopxtena normalna krivina i
uopxtena geodezijska torzija. Data je relacija izme�u geodezijske i uopxtene geo-
dezijske krivine, normalne i uopxtene normalne krivine i geodezijske i uopxtene
geodezijske torzije odgovaraju�e krive. Dobijene su nove karakterizacije nul Kar-
tanovih geodezijskih linija i linija krivine na vremenskoj povrxi u terminima
�ihove uopxtene geodezijske krivine i uopxtene geodezijske torzije.

Asimptotske i geodezijske krive i linije krivine (sa ne-nul glavnom normalom),
koje le�e na svetlosnoj povrxi su opisane u terminima uopxtene geodezijske kri-
vine, uopxtene normalne krivine i uopxtene geodezijske torzije. Dokazano je da
uopxteni Darbuovi reperi postoje i du� prostorne prave linije na povrxi koja
nije svetlosna, a koja sadr�i odgovaraju�i skup svetlosnih taqaka. Definisane su
svetlosne prenosne povrxi, na kojima su tangentna i binormalna indikatrisa nul
Kartanove krive prostorne linije krivine sa uopxtenom geodezijskom torzijom jed-
nakom nuli. Dokazano je da pseudo nul kriva na svetlosnoj povrxi ima geodezijsku
ili normalnu krivinu jednaku nuli u svakoj taqki. Dobijene su parametarske jed-
naqine Darbuovih vektora Freneovog, Darbuovog i uopxtenog Darbuovog repera i
odre�eni su potrebni i dovo	ni uslovi pri kojima su pomenuti Darbuovi vektori
kolinearni. Dokazano je da tu osobinu na svetlosnoj povrxi, imaju jedino pseudo
nul kru�nice.

Peto poglav	e je posve�eno novim vrstama nul Kartanovih krivih koje se na-
zivaju normalne izofotne, normalne siluetne, rektifikacione izofotne i rekti-
fikacione siluetne krive. Definisane su pomo�u vektorskog po	a η̃ koje le�i u
normalnoj ili rektifikacionoj ravni krive, pripada �enom uopxtenom Darbuovom
reperu prve vrste i zadovo	ava uslov ⟨η̃,W ⟩ = constant, gde je W fiksna osa krive.
Dokazano je da su pomenute krive sa konstantnom geodezijskom krivinom kg ̸= 0 i
konstantnom geodezijskom torzijom τg ̸= 0 nul Kartanove helise ili nul Kartano-
ve kubne krive. Odre�ene su parametarske jednaqine �ihovih osa i dokazano je da
su nul Kartanove kubne krive na vremenskoj povrxi normalne izofotne krive sa
prostornom osom i normalne siluetne krive sa svetlosnom osom. Tako je dobijena re-
lacija izme�u MPH krivih (Pitagorejskih hodografskih krivih) i nul Kartanovih
normalnih izofotnih i normalnih siluetnih krivih. Dati su numeriqki primeri
nul Kartanovih normalnih izofotnih i normalnih siluetnih krivih dobijeni in-
tegra	e�em sistema diferencijalnih jednaqina prvog reda pri poqetnim uslovima.
Dokazano je da osa nul Kartanove rektifikacione izofotne krive sa konstantnim
krivinama kg ̸= 0 i τg ̸= 0 ima pravac Darbuovog vektora Darbuovog repera. Tako�e
je dokazano da su nul Kartanove rektifikacione izofotne krive sa konstantnim
krivinama kg ̸= 0 i τg ̸= 0 uopxtene helise, relativno normalne-iskoxene helise i
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izofotne krive u odnosu na istu osu. Kao primer takvih krivih, navedene su nul
Kartanove kubne krive na vremenskoj povrxi.

Posle petog poglav	a, dat je spisak svih referenci koje su spomenute u diser-
taciji i prilog sa listom slika i tabela. Na kraju doktorske disertacije, data je
kra�a biografija autora sa listom publikovanih radova.
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2 Osnovni pojmovi

U drugom poglav	u �emo navesti definicije osnovnih pojmova i znaqajnije te-
oreme iz geometrije semi-euklidskog prostora, koje �e nam biti potrebne pri iz-
laga�u dobijenih rezultata disertacije. Definisa�emo semi-euklidski prostor i
pseudo-ortonormiranu bazu nedegenerativnog potprostora i uvesti kauzalni karak-
ter vektora, ravni i potprostora. Interpretira�emo deo Lorencove geometrije u
specijalnoj teoriji relativnosti. Zatim �emo uvesti izometrije i vektorski pro-
izvod vektora u semi-euklidskom prostoru. U odnosu na kauzalni karakter krive
da�emo jednaqine Freneovog i Kartanovog repera u 3-dimenzionom i 4-dimenzionom
prostoru Minkovskog. Tako�e �emo navesti definicije repera sa svojstvom mini-
malne rotacije (Bixopovog repera) du� krive u prostorima E3, E3

1 i E4
1 i teoreme

koje daju relaciju izme�u pomenutih repera i Freneovog ili Kartanovog repera. U
zavisnosti od kauzalnog karaktera povrxi i krive na �oj, opisa�emo Darbuov reper
krive i �egove jednaqine.

2.1 Semi-euklidski prostor En
ν

Semi-euklidski (pseudo-euklidski) prostor En
ν je realan vektorski prostor Rn

snabdeven indefinitnim skalarnim proizvodom ⟨·, ·⟩ν konstantnog indeksa ν. Indeks
0 ≤ ν ≤ n skalarnog proizvoda ⟨·, ·⟩ν je jednak dimenziji potprostora vektorskog
prostora En

ν na kome je restrikcija skalarnog proizvoda negativno definitna.
Skalarni proizvod ⟨·, ·⟩ν : En

ν × En
ν → R na semi-euklidskom prostoru En

ν , n ≥ 2
je nedegenerativna simetriqna bilinearna forma data relacijom

(2.1.1) ⟨x, y⟩ν = x1y1 + ...+ xn−νyn−ν − xn−ν+1yn−ν+1 − ...− xnyn,

gde su x = (x1, ..., xn) i y = (y1, ..., yn) proizvo	ni vektori prostora En
ν . Ako je indeks

skalarnog proizvoda ν = 0, semi-euklidski prostor se naziva euklidski prostor i
oznaqava sa En. Ako je indeks skalarnog proizvoda ν = 1, semi-euklidski prostor
se naziva prostor Minkovskog ili Lorencov prostor i oznaqava sa En

1 , odnosno Ln.

Proizvo	an vektor u semi-euklidskom prostoru En
ν mo�e imati jedan od tri

kauzalna karaktera, koji se uvode slede�om definicijom.

Definicija 2.1.1. Proizvo	an vektor v u semi-euklidskom prostoru En
ν mo�e

biti:
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(a) prostorni, ako je ⟨v, v⟩ν > 0, ili v = 0;

(b) vremenski, ako je ⟨v, v⟩ν < 0;

(v) svetlosni (nul), ako je ⟨v, v⟩ν = 0 i v ̸= 0.

Skup svih svetlosnih vektora u prostoru En
ν , n ≥ 3 obrazuje svetlosni konus. U

ravni Minkovskog E2
1, svetlosni vektori pripadaju simetralama uglova izme�u pro-

storne i vremenske koordinatne ose koje su me�usobno ortogonalne. Svakom vektoru
mo�e se pridru�iti semi-euklidska norma na slede�i naqin.

Definicija 2.1.2. Semi-euklidska norma vektora v semi-euklidskog prostora En
ν

je data formulom
∥v∥ν =

√
|⟨v, v⟩ν |.

Ka�emo da je v jediniqni vektor, ako je ∥v∥ν = 1. Semi-euklidska norma zado-
vo	ava relaciju

∥λv∥ν = |λ|∥v∥ν ,

za svako v ∈ En
ν i λ ∈ R.

Definicija 2.1.3. Vektori u i v prostora En
ν su pseudo-ortogonalni, ako je

⟨u, v⟩ν = 0.

Pseudo-ortogonalnost vektora u i v u semi-euklidskom prostoru En
ν oznaqavamo

sa u ⊥ν v.

Definicija 2.1.4. Proizvo	na baza B prostora En
ν je pseudo-ortonormirana, ako

je ∥v∥ν = 1 za svako v ∈ B i ⟨u, v⟩ν = 0 za svaka dva vektora u, v ∈ B.

Definicija 2.1.5. Neka je S potprostor semi-euklidskog prostora En
ν . Tada se

potprostor
S⊥ = {v ∈ En

ν |⟨u, v⟩ν = 0, ∀u ∈ S}

naziva pseudo-ortogonalni komplement potprostora S.

Slede�om definicijom se uvodi kauzalni karakter potprostora u prostoru
Minkovskog.

Definicija 2.1.6. Potprostor U prostora Minkovskog En
1 je:

(a) prostorni, ako je skalarni proizvod ⟨·, ·⟩|U pozitivno-definitan;

(b) vremenski, ako je skalarni proizvod ⟨·, ·⟩|U indefinitan;

(v) svetlosni (nul), ako je skalarni proizvod ⟨·, ·⟩|U degenerativan.

Definicija 2.1.7. Neka je U ⊆ En
ν m−dimenzioni potprostor semi-euklidskog

prostora En
ν i B = (u1, ..., um) baza tog potprostora. Gramova matrica skalarnog

proizvoda ⟨·, ·⟩ν |U u odnosu na bazu B je matrica oblika

(2.1.2) GU,B = (⟨ui, uj⟩ν)1≤i,j≤m =

 ⟨u1, u1⟩ν · · · ⟨u1, um⟩ν
...

. . .
...

⟨um, u1⟩ν · · · ⟨um, um⟩ν

 .
6



Teorema 2.1.1. Neka je Π proizvo	na ravan u prostoru Minkovskog E3
1 sa jedna-

qinom ax + by + cz = 0, c ̸= 0 i GΠ Gramova matrica data relacijom (2.1.2). Tada
je:

(a) detGΠ > 0 ako i samo ako je Π prostorna ravan;

(b) detGΠ < 0 ako i samo ako je Π vremenska ravan;

(v) detGΠ = 0 ako i samo ako je Π svetlosna ravan.

Na slici 2.1 prikazane su svetlosna, prostorna i vremenska ravan u prostoru
Minkovskog E3

1, pri qemu je svetlosna ravan tangentna na svetlosni konus, prostorna
ravan prolazi kroz �egovo teme i ne sadr�i �egove izvodnice, a vremenska ravan
sadr�i dve izvodnice svetlosnog konusa.

Slika 2.1: Svetlosna, prostorna i vremenska ravan u E3
1

Ako je potprostor nedegenerativan (prostorni ili vremenski), semi-euklidski
prostor se mo�e predstaviti kao direktna suma potprostora i �egovog pseudo-
ortogonalnog komplementa. Naime, va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 2.1.2. Neka je U ⊆ En
ν potprostor semi-euklidskog prostora. Tada je:

(a) U ⊕ U⊥ = En
ν ako i samo ako je U nedegenerativan potprostor;

(b) U nedegenerativan potprostor ako i samo ako je U⊥ nedegenerativan potprostor.

Svaki nedegenerativni potprostor semi-euklidskog prostora ima osobine nave-
dene u narednoj teoremi.

Teorema 2.1.3. Neka je U nedegenerativan potprostor semi-euklidskog prostora
En

ν . Tada je:

(i) dimU + dimU⊥ = n;

(ii) U = (U⊥)⊥.

Pomo�u kauzalnog karaktera pseudo-ortogonalnog komplementa U⊥ nedegenera-
tivnog potprostora U , mo�emo odrediti kauzalni karakter potprostora.

Posledica 2.1.1. Neka je U potprostor semi-euklidskog prostora E3
1. Tada je:

(a) U ⊆ E3
1 prostorni (vremenski) potprostor ako i samo ako je U⊥ vremenski (pro-

storni) potprostor;

(b) U ⊆ E3
1 svetlosni potprostor ako i samo ako je U⊥ svetlosni potprostor.
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Slede�a teorema govori o postoja�u pseudo-ortonormirane baze nedegenerativnog
potprostora.

Teorema 2.1.4. Svaki nedegenerativni potprostor U semi-euklidskog prostora En
ν

ima pseudo-ortonormiranu bazu.

Teorema 2.1.5. (Gram-Xmitov postupak ortogonalizacije baze)
Ako su v1, ..., vk ∈ En

ν linearno nezavisni vektori takvi da je za svako i ∈ {1, ..., k}
potprostor span{v1, ..., vk} nedegenerativan, tada postoji pseudo-ortogonalna baza
ṽ1, ..., ṽk ∈ En

ν tako da je

span{v1, ..., vk} = span{ṽ1, ..., ṽk}.

Za svetlosne vektore imamo slede�u interesantnu osobinu.

Teorema 2.1.6. Svetlosni vektori u prostoru En
ν su pseudo-ortogonalni ako i samo

ako su kolinearni.

Ako je potprostor prostorni ili vremenski, presek tog potprostora i �egovog
pseudo-ortogonalnog komplementa je prazan skup. Nula vektor je po definiciji pro-
storni vektor i on ne mo�e biti u pomenutom preseku, jer bi istovremeno bio vre-
menski i prostorni vektor. Ako je potprostor svetlosni, va�i slede�a osobina.

Teorema 2.1.7. Ako je U ⊆ En
ν svetlosni potprostor, tada je dim (U ∩ U⊥) = 1.

Prema teoremi 2.1.4, svaki nedegenerativni potprostor ima pseudo-ortonormira-
nu bazu. Ako je potprostor degenerativan, �egova baza je pseudo-ortogonalna, ali ne
i normirana, jer sadr�i svetlosni vektor. U slede�oj teoremi dato je razlaga�e
vektora u odnosu na pseudo-ortonormiranu bazu.

Teorema 2.1.8. (Pseudo-ortonormirani razvoj vektora)
Neka je {u1, ..., un} pseudo-ortonormirana baza semi-euklidskog prostora En

ν . Tada
svaki vektor v ∈ En

ν ima pseudo-ortonormirani razvoj oblika

v =
n∑

i=1

ϵui
⟨v, ui⟩νui,

pri qemu je ϵui
= sgn⟨ui, ui⟩ = ±1.

2.2 Interpretacija Lorencove geometrije u specijalnoj

teoriji relativnosti

Lorencova geometrija ima svoju interpretaciju u Ajnxtajnovoj specijalnoj teo-
riji relativnosti, u kojoj je ambijentni prostor Lorencov prostor L4. U tom prosto-
ru taqke se nazivaju doga�ajima, pri qemu svaki doga�aj ima tri prostorne i jednu
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vremensku koordinatu. U odnosu na izabrani inercijalni sistem sa kanonskom ba-
zom {e1, e2, e3, e4}, pretpostavimo da doga�aj p ima koordinate p = (x, y, z, t), tako da
je

⟨p, p⟩L = x2 + y2 + z2 − t2.

U teorijskoj fizici, prethodni izraz je oblika

⟨p, p⟩L = x2 + y2 + z2 − (ct)2,

gde je c brzina svetlosti u vakuumu. U matematiqkim teorijama se obiqno pretpo-
stav	a da je c = 1. Neka su p, q ∈ L4 proizvo	ni dati doga�aji. Ako je

v = q − p = (△x,△y,△z,△t)

vektor od doga�aja p do doga�aja q i △t ̸= 0, tada nam kauzalni karakter vektora v
poma�e da razumemo odnos izme�u tih doga�aja. Primetimo da je

⟨v, v⟩L = (△x)2 + (△y)2 + (△z)2 − (△t)2

= (△t)2
((

△x
△t

)2

+

(
△y
△t

)2

+

(
△z
△t

)2

− 1

)
= (△t)2(∥ṽ∥2E − 1)

= (△t)2(∥ṽ∥E + 1)(∥ṽ∥E − 1),

(2.2.1)

gde je ṽ = (△x
△t
, △y
△t
, △z
△t

) ∈ R3 prostorni vektor brzine izme�u doga�aja p i q. Na

osnovu relacije (2.2.1) sledi da izrazi ⟨v, v⟩L i ∥ṽ∥E − 1 imaju isti znak, odakle
mo�emo zak	uqiti slede�e:

(a) ako je v vremenski vektor, tada je △t ̸= 0 i ∥ṽ∥E < 1. Kada je △t > 0, sledi da
doga�aj p mo�e uticati na doga�aj q, a △t < 0 oznaqava da je doga�aj p mo�da bio
pod uticajem doga�aja q;

(b) ako je v svetlosni vektor, tada je ∥ṽ∥E = 1, pa se dejstvo doga�aja p na doga�aj
q ostvaruje kroz prostira�e elektromagnetnog talasa, kao xto je svetlosni signal
koji emituje doga�aj p prema doga�aju q;

(v) ako je v prostorni vektor, pri qemu je △t ̸= 0, ne postoji dejstvo izme�u doga�aja
p i q. Tada je ∥ṽ∥E > 1, xto znaqi da je brzina potrebna za kreta�e kroz prostor od
jednog doga�aja do drugog ve�a od brzine svetlosti. To praktiqno znaqi da qak ni
foton ili neutrino nisu dovo	no brzi da prisustvuju realizaciji oba doga�aja.

Slede�om definicijom uvodimo dve va�ne klase vremenskih i svetlosnih vek-
tora.

Definicija 2.2.1. Vremenski ili svetlosni vektor v = (v1, ..., vn) u Lorencovom
prostoru Ln je usmeren ka budu�nosti (proxlosti), ako je vn > 0 (vn < 0).

Na osnovu definicije 2.2.1 neposredno sledi da je vremenski ili svetlosni vek-
tor usmeren ka budu�nosti, ako je ⟨v, en⟩L < 0. Skup svih svetlosnih i vremenskih
vektora u datoj taqki koja odgovara doga�aju p, obrazuje odgovaraju�i konus u Lo-
rencovom prostoru Ln.
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Definicija 2.2.2. Svetlosni konus sa temenom u taqki p Lorencovog prostora
Ln je hiperkvadrika definisana sa

CL(p) = {q ∈ Ln| q − p je svetlosni vektor}.

Definicija 2.2.3. Vremenski konus sa temenom u taqki p Lorencovog prostora Ln

je hiperkvadrika definisana sa

CT (p) = {q ∈ Ln| q − p je vremenski vektor}.

Svaki od konusa CL(p) i CT (p) se mo�e rastaviti na dve disjunktne komponente
koje se nazivaju svetlosni konus budu�nosti, svetlosni konus proxlosti, vremen-
ski konus budu�nosti i vremenski konus proxlosti. Pomenute komponente se redom
oznaqavaju sa C+

L (p), C
−
L (p), C

+
T (p), C

−
T (p). Na primer, svetlosni konus budu�nosti je

skup

C+
L (p) = {q ∈ Ln| q − p je svetlosni vektor usmeren ka budu�nosti}.

Za vektore koji pripadaju vremenskom konusu budu�nosti u datoj taqki p, imamo
slede�u osobinu.

Teorema 2.2.1. Ako p ∈ Ln tada je ⟨u− p, v − p⟩L < 0 za svako u, v ∈ C+
T (p).

Poznato je da Koxi-Xvarcova nejednakost

|⟨u, v⟩E| ≤ ∥u∥E∥v∥E,

koja va�i u euklidskoj ravni, va�i i u prostornoj ravni, tj. u ravni sa euklidskom
metrikom. Me�utim, u vremenskoj ravni za vremenske vektore va�i obrnuta Koxi-
Xvarcova nejednakost.

Teorema 2.2.2. (Obrnuta Koxi-Xvarcova nejednakost)
Ako su u i v vremenski vektori u Lorencovoj ravni L2, tada je

|⟨u, v⟩L| ≥ ∥u∥L∥v∥L,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako su vektori u i v kolinearni.

Slede�om teoremom se uvodi hiperboliqki ugao izme�u dva vremenska vektora.

Teorema 2.2.3. (Hiperboliqki ugao)
Ako su vremenski vektori u i v u Lorencovoj ravni L2 oba usmerena ka budu�nosti
ili proxlosti, tada postoji jedinstven realan broj φ ∈ [0,+∞) takav da je

⟨u, v⟩L = −∥u∥L∥v∥L coshφ.

Realan broj φ koji zadovo	ava prethodnu jednakost, naziva se hiperboliqki ugao
izme�u vremenskih vektora u i v. Primenom obrnute Koxi-Xvarcove nejednakosti,
mo�e se dokazati da u vremenskoj ravni va�i obrnuta nejednakost trougla.

Teorema 2.2.4. (Obrnuta nejednakost trougla)
Ako su u i v vremenski vektori u Lorencovoj ravni L2 oba usmerena ka budu�nosti
ili proxlosti, tada je

∥u+ v∥L ≥ ∥u∥L + ∥v∥L.
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2.3 Izometrije semi-euklidskog prostora En
ν

Izometrije euklidskog prostora su bijektivne transformacije koje quvaju eu-
klidsko rastoja�e izme�u taqaka. Izometrije u semi-euklidskom prostoru su uvede-
ne analogno.

Definicija 2.3.1. Izometrija F : En
ν → En

ν semi-euklidskog prostora En
ν je

bijektivna transformacija koja zadovo	ava uslov

⟨F (x)− F (y), F (x)− F (y)⟩ν = ⟨x− y, x− y⟩ν ,

za svako x, y ∈ En
ν .

Ako je ν = 1, izometrija semi-euklidskog prostora se naziva Poenkareova trans-
formacija. Poznato je da ortogonalne transformacije u euklidskom prostoru quva-
ju skalarni proizvod vektora. Semi-ortogonalne transformacije semi-euklidskog
prostora En

ν imaju analognu osobinu.

Definicija 2.3.2. Linearno preslikava�e Λ : En
ν → En

ν se naziva semi-ortogo-
nalna transformacija, ako je

⟨Λx,Λy⟩ν = ⟨x, y⟩ν ,

za svako x, y ∈ En
ν .

Ako je ν = 1, semi-ortogonalna transformacija se naziva Lorencova transfor-
macija. Primeri Lorencovih transformacija su hiperboliqke rotacije oko pro-
storne, vremenske ili svetlosne ose. Poznato je da skup svih semi-ortogonalnih
transformacija Oν(n,R) predstav	a grupu u odnosu na kompoziciju tih transfor-
macija, kao i da te transformacije quvaju pseudo-ortonormiranu bazu.

2.4 Vektorski proizvod vektora

Definicija 2.4.1. Vektorski proizvod vektora v1, ..., vn−1 ∈ En
ν u odnosu na ska-

larni proizvod ⟨·, ·⟩ν je jedinstveni vektor v = v1 × · · · × vn−1 ∈ En
ν koji zadovo	ava

jednakost
⟨v, x⟩ν = det (x, v1, · · · , vn−1),

za svako x ∈ En
ν .

Napomenimo da je vektor v pseudo-ortogonalan na vektorima v1, v2, ..., vn−1, pri
qemu on mo�e biti prostorni, vremenski, ili nul. Za praktiqno izraqunava�e vek-
torskog proizvoda qesto se koristi formula data u slede�oj teoremi.

Teorema 2.4.1. Neka je B = {u1, u2, ..., un} pozitivno orijentisana pseudo-ortonor-
mirana baza prostora En

ν i vj =
∑n

i=1 vijui, 1 ≤ j ≤ n − 1, vektori tog prostora.
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Vektorski proizvod vektora v1 × ...× vn−1 se izraqunava po formuli

v1 × · · · × vn−1 =

ϵ1u1 · · · ϵnun
v11 · · · vn1
...

. . .
...

v1,n−1 · · · vn,n−1

,

gde je ϵi = sgn⟨ui, ui⟩ν = ±1.

Na primer, ako su u = (u1, u2, u3) i v = (v1, v2, v3) prostorni, vremenski, ili nul
vektori Lorencovog prostora L3 sa signaturom (+,+,−), tada je

u×L v =
e1 e2 −e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

= (u2v3 − v2u3,−(u1v3 − v1u3),−(u1v2 − v1u2)),

gde je e3 vremenski vektor tog prostora. Ako je jedan od vektora u ili v nul vektor,
tada je vektorski proizvod u×Lv kolinearan sa tim vektorom. Navodimo neka opxta
svojstava vektorskog proizvoda vektora.

Teorema 2.4.2. Neka su v1, ..., vn−1 vektori semi-euklidskog prostora En
ν i λ ∈ R.

Tada va�e slede�a tvr�e�a:

(a) vektorski proizvod v1 × v2 × ...× vn−1 me�a znak, ako dva vektora zamene mesta;

(b) v1 × v2 × ...× vn−1 = 0 ako i samo ako su vektori {v1, ..., vn−1} linearno zavisni;
(v) ⟨v1 × · · · × vn−1, vi⟩ν = 0, za svako 1 ≤ i ≤ n− 1;

(g) ⟨v1 × ...× vn−1, vn⟩ν = ⟨v1, v2 × v3 × · · · × vn⟩ν .

Pomo�u vektorskog proizvoda vektora mo�e se odrediti kauzalni karakter hi-
perravni.

Teorema 2.4.3. Neka su v1, ..., vn−1 linearno nezavisni vektori semi-euklidskog pro-
stora En

ν i S = span{v1, ..., vn−1} hiperravan tog prostora. Tada je:
(a) v1 × · · · × vn−1 prostorni vektor ako i samo ako je S vremenska hiperravan;

(b) v1 × · · · × vn−1 vremenski vektor ako i samo ako je S prostorna hiperravan;

(v) v1 × · · · × vn−1 svetlosni vektor ako i samo ako je S svetlosna hiperravan.

Pri izraqunava�u vektorskog proizvoda dva vektora u Lorencovom prostoru L3,
qesto se koristi Lagran�ov identitet, naveden u slede�oj teoremi.

Teorema 2.4.4. Ako su u i v vektori Lorencovog prostora L3, tada je

⟨u×L v, u×L v⟩L = −⟨u, u⟩L⟨v, v⟩L + ⟨u, v⟩2L.
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2.5 Freneov i Kartanov reper krive u prostoru E3
1

U prostoru Minkovskog E3
1 u zavisnosti od kauzalnog karaktera tangentnog vek-

torskog po	a i vektorskog po	a glavnih normala i binormala, postoji odgovaraju�i
pokretni reper krive. Du� prostorne i vremenske krive koje nisu prave linije, po-
stoji Freneov reper, a du� nul (svetlosne) krive koja nije prava linija, postoji
Kartanov reper ([81]). Pomenuti reperi su definisani tako da se �ihova orijen-
tacija poklapa sa orijentacijom ambijentnog prostora. To praktiqno znaqi da je
znak binormale izabran tako da je Freneov ili Kartanov reper pozitivno orijen-
tisan reper qija orijentacija odre�uje orijentaciju ambijentnog prostora. Pomo�u
vektorskih po	a koja qine pokretne repere i �ihovih izvoda, definisane su prva
i druga krivina, odnosno krivina i torzija krive.

Definicija 2.5.1. Kriva α u prostoru Minkovskog E3
1 je glatko preslikava�e

α : I → E3
1, pri qemu je I otvoreni interval realne prave.

Vektor brzine krive α je vektor α′(t) tangentan na krivu u taqki α(t). Kriva
α je regularna, ako je α′(t) ̸= 0 za svako t ∈ I. Kauzalni karakter krive odre�en je
kauzalnim karakterom �enog tangentnog vektora.

Definicija 2.5.2. Kriva α u prostoru Minkovskog E3
1 lokalno mo�e biti:

(a) prostorna, ako su svi �eni vektori brzine prostorni;

(b) vremenska, ako su svi �eni vektori brzine vremenski;

(v) nul (svetlosna), ako su svi �eni vektori brzine nul vektori.

Definicija 2.5.3. Ako je α : I → E3
1 regularna kriva, tada funkciju

s(t) =

t∫
t0

∥α′(u)∥du

nazivamo funkcijom du�ine luka krive α.

Ako je kriva α prostorna ili vremenska, tada je s′(t) = ∥α′(t)∥ ≠ 0, pa u tom
sluqaju krivu mo�emo parametrizovati funkcijom du�ine luka. Ako je α nul (sve-
tlosna) kriva, norma �enog vektora brzine je jednaka nuli, pa standardna para-
metrizacija krive du�inom luka nije mogu�a. Zato takve krive parametrizujemo
funkcijom pseudo-du�ine luka, koja je data formulom ([3])

s(t) =

∫ t

0

⟨α′′(u), α′′(u)⟩
1
4du.

Da bismo opisali Freneov i Kartanov reper du� krive i �ihove jednaqine,
razmotri�emo tri sluqaja (A), (B) i (V) u zavisnosti od kauzalnog karaktera krive.

(A) α je prostorna kriva;
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Pretpostavimo da je ⟨α′(s), α′(s)⟩ = 1. Tada je T (s) = α′(s) prostorni jediniqni
tangentni vektor krive u taqki α(s). Ako je α′′(s) ̸= 0, razlikujemo slede�a tri pod-
sluqaja:

(A.1) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ > 0;

Vektor glavne normale N(s) je normirani vektor α′′(s). Vektor binormale B(s) je
jedinstveni jediniqni vremenski vektor ortogonalan na prostornu ravan span{T,N}
u svakoj taqki α(s). Jednaqine Freneovog repera su oblika

(2.5.1)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ1 0
−κ1 0 κ2
0 κ2 0

 T
N
B

 ,
gde su κ1 i κ2 krivina i torzija krive.

(A.2) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ < 0;

Analogno prethodnom podsluqaju, vektor glavne normale N(s) je normirani vre-
menski vektor α′′(s), dok je vektor binormale B(s) jedinstveni jediniqni prostorni
vektor ortogonalan na vremensku ravan span{T,N} u svakoj taqki α(s) krive. Jed-
naqine Freneovog repera glase

(2.5.2)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ1 0
κ1 0 κ2
0 κ2 0

 T
N
B

 ,
gde su k1 i k2 krivina i torzija krive.

(A.3) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ = 0;

U ovom podsluqaju, α se naziva pseudo nul kriva. �en vektor glavne normale
N(s) = α′′(s) je nul vektor. Vektor binormale B(s) je nul vektor ortogonalan na
T (s), pri qemu zadovo	ava uslov ⟨N(s), B(s)⟩ = 1. Tada jednaqine Freneovog repera
glase

(2.5.3)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ1 0
0 ϵκ2 0

−ϵκ1 0 −ϵκ2

 T
N
B

 ,
pri qemu je ϵ = ⟨N,B⟩ = ±1, prva krivina κ1(s) = 1 za svako s, a druga krivina
κ2(s) je proizvo	na diferencijabilna funkcija.

(B) α je vremenska kriva;

Pretpostavimo da je ⟨α′(s), α′(s)⟩ = −1. Tada je T (s) = α′(s) jediniqni vremenski
tangentni vektor. Vektor glavne normale N(s) dobijamo normira�em prostornog
vektora α′′(s). Vektor binormale B(s) je jedinstveni jediniqni prostorni vektor
ortogonalan na vremensku ravan span{T,N} u svakoj taqki α(s). U ovom sluqaju,
jednaqine Freneovog repera glase

(2.5.4)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ1 0
κ1 0 κ2
0 −κ2 0

 T
N
B

 ,
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pri qemu su κ1 i κ2 krivina i torzija krive.

(V) α je nul Kartanova kriva;

Pretpostavimo da je ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ = 1. Tada je T (s) = α′(s) nul tangentni vektor
i N(s) = α′′(s) jediniqni vektor glavne normale. Vektor binormale B(s) je nul
vektor ortogonalan naN(s), koji zadovo	ava uslov ⟨T (s), B(s)⟩ = ϵ0 = ±1. Jednaqine
Kartanovog repera {T,N,B} glase

(2.5.5)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ1 0
ϵ0κ2 0 −ϵ0κ1
0 −κ2 0

 T
N
B

 ,
gde je prva krivina κ1(s) = 1 za svako s i druga krivina κ2(s) proizvo	na diferen-
cijabilna funkcija.

2.6 Freneov i Kartanov reper krive u prostor-vremenu E4
1

Freneov i Kartanov reper krive u prostor-vremenu E4
1 su definisani tako da

se �ihova orijentacija poklapa sa orijentacijom tog prostora ([81]). To praktiqno
znaqi da je znak druge binormale izabran tako da je Freneov ili Kartanov reper
pozitivno orijentisan reper qija orijentacija odre�uje orijentaciju ambijentnog
prostora. U zavisnosti od kauzalnog karaktera krive, razlikova�emo tri sluqaja
(A), (B) i (V).

(A) α je prostorna kriva;

Ako je α′(s) ̸= 0 i α′′(s) ̸= 0, imamo slede�e podsluqajeve:

(A.1) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ > 0;

Pretpostavimo da je ⟨α′(s), α′(s)⟩ = 1. Tada je T (s) = α′(s) jediniqni tangentni
vektor. Vektor glavne normale N(s) se dobija normira�em vektora α′′(s). Kako je
N(s) jediniqni vektor, imamo da je ⟨N(s), N ′(s)⟩ = 0, pa je

N ′(s) = a(s)T (s) +K⊥,

gde je a(s) proizvo	na diferencijabilna funkcija i K⊥ normalna komponenta vek-
tora N ′(s). U zavisnosti od kauzalnog karaktera normalne komponente K⊥, razli-
kujemo naredne podsluqajeve.

(A.1.1) ⟨K⊥, K⊥⟩ > 0;

Vektor prve binormale B1(s) se dobija normira�em normalne komponente K⊥. Kako
su vektori T (s), N(s) i B1(s) prostorni, vektor druge binormale B2(s) je jediniqni
vremenski vektor ortogonalan na trodimenzioni potprostor span{T,N,B1}. Jedna-
qine Freneovog repera {T,N,B1, B2} su oblika

(2.6.1)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0

−κ1 0 κ2 0
0 −κ2 0 κ3
0 0 κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
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gde su κ1(s), κ2(s) i κ3(s) prva, druga i tre�a krivina krive.

(A.1.2) ⟨K⊥, K⊥⟩ < 0;

Analogno, vektor prve binormale B1(s) se dobija normira�em normalne komponente
K⊥. Vektor druge binormale B2(s) je jediniqni prostorni vektor ortogonalan na
trodimenzionalni potprostor span{T,N,B1}. Jednaqine Freneovog repera glase

(2.6.2)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0

−κ1 0 κ2 0
0 κ2 0 κ3
0 0 −κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
gde su κ1(s), κ2(s) i κ3(s) krivine krive.

(A.1.3) ⟨K⊥, K⊥⟩ = 0;

U ovom podsluqaju, α le�i u svetlosnoj hiperravni prostor-vremena E4
1 i naziva se

parcijalno nul kriva. Vektor prve binormale B1(s) je kolinearan sa vektorom K⊥.
Vektor druge binormale B2(s) je jedinstveni nul vektor ortogonalan na svetlosnu
ravan span{T,N}, tako da je ⟨B1(s), B2(s)⟩ = 1. Sada jednaqine Freneovog repera
glase

(2.6.3)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0

−κ1 0 κ2 0
0 κ2 κ3 0
0 −κ2 0 −κ3




T
N
B1

B2

 ,
pri qemu su krivine κ1(s) i κ2(s) proizvo	ne funkcije, a tre�a krivina κ3(s) = 0
za svako s.

(A.2) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ < 0;

Vektor glavne normale N(s) se dobija normira�em vektora α′′(s). Jediniqni vektor
prve binormale B1(s) je prostorni vektor kolinearan sa normalnom komponentom
K⊥. Vektor druge binormale B2(s) je jedinstveni jediniqni prostorni vektor orto-
gonalan na vremenski potprostor span{T,N,B1}. Jednaqine Freneovog repera glase

(2.6.4)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0
κ1 0 κ2 0
0 κ2 0 κ3
0 0 −κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
gde su κ1(s), κ2(s) i κ3(s) krivine krive.

(A.3) ⟨α′′(s), α′′(s)⟩ = 0;

U ovom podsluqaju, kada je vektor glavne normale N(s) = α′′(s) nul vektor, α se
naziva pseudo nul kriva. Normira�em vektora N ′(s) dobija se vektor prve binor-
male B1(s). Vektor druge binormale B2(s) je jedinstveni nul vektor ortogonalan
na prostornu ravan span{T,B1} koji zadovo	ava uslov ⟨N,B2⟩ = 1. Na taj naqin,
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jednaqine Freneovog repera su oblika

(2.6.5)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0
0 0 κ2 0
0 κ3 0 −κ2

−κ1 0 −κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
gde je prva krivina κ1(s) = 1 za svako s, a druga i tre�a krivina κ2(s) i κ3(s) su
proizvo	ne funkcije.

(B) α je vremenska kriva;

Pretpostavimo da je ⟨α′(s), α′(s)⟩ = −1. Tada je T (s) = α′(s) vremenski jedi-
niqni tangentni vektor. Vektor glavne normale N(s) je prostorni vektor dobijen
normira�em vektora α′′(s). Vektor prve binormale B1(s) je kolinearan sa normal-
nom komponentom vektoraK⊥. Vektor druge binormale B2(s) je jediniqni prostorni
vektor ortogonalan na vremenski potprostor span{T,N,B1}. Jednaqine Freneovog
repera u ovom sluqaju glase

(2.6.6)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0
κ1 0 κ2 0
0 −κ2 0 κ3
0 0 −κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
gde su κ1(s), κ2(s) i κ3(s) krivine krive.

(V) α je nul Kartanova kriva;

Tada je vektor glavne normale N(s) = α′′(s). Vektor prve binormale B1(s) je
kolinearan sa normalnom komponentom K⊥ vektora N ′(s) i zadovo	ava uslove

⟨B1(s), B1(s)⟩ = 0, ⟨T (s), B1(s)⟩ = 1.

Vektor druge binormale B2(s) je jediniqni prostorni vektor ortogonalan na vre-
menski potprostor span{T,N,B1}. Jednaqine Kartanovog repera glase

(2.6.7)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0
κ2 0 −κ1 0
0 −κ2 0 κ3

−κ3 0 0 0




T
N
B1

B2

 ,
pri qemu je prva krivina κ1(s) = 1 za svako s, a krivine κ2(s) i κ3(s) su proizvo	ne
funkcije.

2.7 Bixopov reper krive u prostorima E3, E3
1 i E4

1

Pokretni ortonormirani reper koji je dobro definisan i u taqkama krive u
kojima je �ena prva krivina jednaka nuli, definisao je L.R. Bixop 1975. godine u
radu [2]. Pomenuti reper qini tangentno vektorsko po	e T i dva normalna vektorska
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po	a N1 i N2 dobijena rotacijom vektorskih po	a N i B Freneovog repera oko
tangentnog vektorskog po	a T , za odgovaraju�i ugao rotacije. Ugao rotacije θ je
izabran tako da su izvodi vektorskih po	a N1 i N2 po prirodnom parametru s
kolinearni sa T u svakoj taqki krive.

S obzirom da vektorska po	a N ′
1 i N ′

2 ne rotiraju u ravnima span{T,N2} i
span{T,N1} redom, jer su kolinearna sa vektorskim po	em T , Bixopov reper se
tako�e naziva i reper sa svojstvom minimalne rotacije, a vektorska po	a N1 i N2

relativno paralelna vektorska po	a. Bixopov reper nije jedinstven, xto tvrdi
slede�a teorema.

Teorema 2.7.1. ([2]) Ako je {T,N1, N2} Bixopov reper regularne krive u euklidskom

prostoru E3, tada je svaki reper oblika {T, aN1+ bN2, cN1+dN2}, gde je
[
a b
c d

]
or-

togonalna matrica sa konstantnim koeficijentima, tako�e Bixopov reper te krive.

Jednaqine Bixopovog repera du� krive u euklidskom prostoru E3 glase ([2]) T ′

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ1 κ2
−κ1 0 0
−κ2 0 0

 T
N1

N2

 ,
gde su

κ1(s) = κ(s) cos θ(s), κ2(s) = κ(s) sin θ(s),

prva i druga Bixopova krivina krive redom i θ(s) =
∫
τ(s) ds ugao rotacije kojom

se od Freneovog repera dobija Bixopov reper. Matrica pomenute rotacije glasi T
N1

N2

 =

 1 0 0
0 cos θ(s) − sin θ(s)
0 sin θ(s) cos θ(s)

 T
N
B

 .
Analogno, Bixopov reper {T,N1, N2, N3} u euklidskom prostoru E4 sadr�i tan-

gentno vektorsko po	e T i tri normalna vektorska po	a N1, N2 i N3 dobijena
rotacijom vektorskih po	a N , B1 i B2 Freneovog repera za odgovaraju�e uglove
φ(s), θ(s) i ψ(s). Uglovi rotacije su tako izabrani da su izvodi vektorskih po	a
N1, N2 i N3 po prirodnom parametru s u svakoj taqki krive kolinearni sa T . Stoga
su jednaqine Bixopovog repera u prostoru E4 oblika ([27])

T ′

N ′
1

N ′
2

N ′
3

 =


0 κ̄1 κ̄2 κ̄3

−κ̄1 0 0 0
−κ̄2 0 0 0
−κ̄3 0 0 0




T
N1

N2

N3

 ,
gde su

κ̄1(s) = κ1(s) cos θ(s) cosψ(s),

κ̄2(s) = κ1(s)(− cos θ(s) sinψ(s) + sinφ(s) sin θ(s) cosψ(s)),

κ̄3(s) = κ1(s)(sin θ(s) sinψ(s) + cosφ(s) sin θ(s) cosψ(s)),

prva, druga i tre�a Bixopova krivina krive redom.
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U prostoru Minkovskog E3
1 postoje razliqiti Bixopovi reperi krive koji mogu

sadr�ati ne-nul i nul vektorska po	a. U zavisnosti od kauzalnog karaktera krive,
navodimo jednaqine Bixopovih repera i matrice rotacija pomo�u kojih su od Fre-
neovih repera dobijeni pomenuti reperi. Pritom �emo razmotriti sluqajeve (A),
(B), (V) i (G).

(A) α je prostorna kriva;

Mo�emo razlikovati slede�a dva podsluqaja:

(A.1) N1(s) je vremenski, a N2(s) prostorni vektor;

Jednaqine Bixopovog repera glase ([69]) T ′

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ1 κ2
κ1 0 0
−κ2 0 0

 T
N1

N2

 ,
gde su κ1(s) = κ(s) cosh θ(s) i κ2(s) = κ(s) sinh θ(s) prva i druga Bixopova krivina
krive i θ(s) = −

∫
τ(s) ds ugao rotacije. Matrica rotacije kojom se od Freneovog

repera dobija Bixopov reper glasi T
N1

N2

 =

 1 0 0
0 cosh θ(s) − sinh θ(s)
0 − sinh θ(s) cosh θ(s)

 T
N
B

 .
(A.2) N1(s) je prostorni, a N2(s) vremenski vektor;

Jednaqine Bixopovog repera su oblika ([69]) T ′

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ1 κ2
−κ1 0 0
κ2 0 0

 T
N1

N2

 ,
pri qemu je κ1(s) = κ(s) cosh θ(s), κ2(s) = κ(s) sinh θ(s) i θ(s) =

∫
τ(s) ds. Odgovara-

ju�a matrica rotacije, kojom se od Freneovog repera dobija Bixopov reper, glasi T
N1

N2

 =

 1 0 0
0 cosh θ(s) − sinh θ(s)
0 − sinh θ(s) cosh θ(s)

 T
N
B

 .
(B) α je vremenska kriva;

U ovom sluqaju, jednaqine Bixopovog repera su analogne prethodnim sluqajevima i
glase ([69])  T ′

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ1 κ2
κ1 0 0
κ2 0 0

 T
N1

N2

 ,
gde su krivine κ1(s) = κ(s) cos θ(s), κ2(s) = κ(s) sin θ(s) i ugao rotacije θ(s) =∫
τ(s) ds. Matrica rotacije u prostornoj ravni je oblika T

N1

N2

 =

 1 0 0
0 cos θ(s) sin θ(s)
0 − sin θ(s) cos θ(s)

 T
N
B

 .
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(V) α je pseudo nul kriva;

Na osnovu prethodnih sluqajeva, mo�emo zak	uqiti da ako je kriva prostorna ili
vremenska, �en Freneov reper rotira oko tangentnog vektorskog po	a T u prostornoj
ili vremenskoj ravni, qime se dobija Bixopov reper krive. Bixopov reper pseudo
nul krive u prostoru Minkovskog E3

1 definisale su M. Grbovi� i E. Nexovi� u
referenci [29], gde je pokazano da Freneov reper pseudo nul krive tako�e rotira
oko T u vremenskoj ravni. One su izvele jednaqine Bixopovog repera date u slede�oj
teoremi.

Teorema 2.7.2. ([29]) Neka je α pseudo nul kriva u prostoru Minkovskog E3
1 para-

metrizovana parametrom du�ine luka s sa Freneovim krivinama κ(s) = 1 i τ(s).
Tada:

(i) relacija izme�u Bixopovog i Freneovog repera glasi T1
N1

N2

 =

 1 0 0
0 1

κ2
0

0 0 κ2

 T
N
B

 ,
a jednaqine Bixopovog repera su oblika T ′

1

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ2 κ1
−κ1 0 0
−κ2 0 0

 T1
N1

N2

 ,
gde su κ1(s) = 0 i κ2(s) = c0e

∫
τ(s) ds, c0 ∈ R+

0 prva i druga Bixopova krivina krive;

(ii) relacija izme�u Bixopovog i Freneovog repera glasi T1
N1

N2

 =

 −1 0 0
0 0 −κ1
0 − 1

κ1
0

 T
N
B

 ,
a jednaqine Bixopovog repera su oblika T ′

1

N ′
1

N ′
2

 =

 0 κ2 κ1
−κ1 0 0
−κ2 0 0

 T1
N1

N2

 ,
gde su κ1(s) = c0e

∫
τ(s) ds, c0 ∈ R−

0 i κ2(s) = 0 prva i druga Bixopova krivina krive.

(G) α je nul Kartanova kriva;

Bixopov reper nul Kartanove krive u prostoru Minkovskog E3
1 definisale su M.

Grbovi� i E. Nexovi� u referenci [29]. One su dokazale da u sluqaju nul Kartanove
krive, vektorska po	a N ′

1 i N ′
2 minimalno rotiraju, pri qemu su kolinearna sa

vektorskim po	em N2. Va�no je naglasiti da se Bixopov reper nul Kartanove krive
ne mo�e dobiti rotacijom Kartanovog repera oko tangentnog vektorskog po	a T , kao
u prethodno navedenim sluqajevima krivih.
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Teorema 2.7.3. ([29]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostoru Minkovskog E3
1 pa-

rametrizovana parametrom pseudo-du�ine luka s sa Kartanovim krivinama κ(s) = 1
i τ(s). Tada relacija izme�u Bixopovog i Kartanovog repera glasi T1

N1

N2

 =

 1 0 0
−κ2 1 0
κ2

2
−κ2 1

 T
N
B

 ,
a jednaqine Bixopovog repera su oblika

(2.7.1)

 T ′
1

N ′
1

N ′
2

 =

 κ2 κ1 0
0 0 κ1
0 0 −κ2

 T1
N1

N2

 ,
gde je κ1(s) = 1 prva Bixopova krivina, a druga Bixopova krivina zadovo	ava
Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu

κ′2(s) = −1

2
κ22(s)− τ(s).

Bixopov reper nul Kartanove krive u prostor-vremenu Minkovskog E4
1, uveli

su E. Nexovi� i K. Ilarslan u radu [36]. U teoremi koja sledi, posmatra se nul
Kartanova kriva koja le�i u vremenskoj hiperravni prostora E4

1, pa je �en Bixopov
reper istog oblika kao u prostoru E3

1.

Teorema 2.7.4. ([36]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostor-vremenu Minkovskog
E4

1 parametrizovana parametrom pseudo-du�ine luka s sa Kartanovim krivinama
κ1(s) = 1, κ2(s) i κ3(s) = 0. Tada relacija izme�u Bixopovog repera i Kartanovog
repera krive α glasi 

T1
N1

N2

N3

 =


1 0 0 0

−σ2 1 0 0
σ2
2

2
−σ2 1 0

0 0 0 1




T
N
B1

B2

 ,
a jednaqine Bixopovog repera su oblika

T ′
1

N ′
1

N ′
2

N ′
3

 =


σ2 σ1 0 0
0 0 σ1 0
0 0 −σ2 0
0 0 0 0



T1
N1

N2

N3

 ,
gde je σ1(s) = 1 prva Bixopova krivina, druga Bixopova krivina σ2(s) zadovo	ava
Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu

σ′
2(s) = −1

2
σ2
2(s)− κ2(s),

a tre�a Bixopova krivina σ3(s) = 0.

21



Za nul Kartanovu krivu koja ima tre�u Kartanovu krivinu razliqitu od nule,
Bixopov reper je tako�e dobijen u radu [36]. I u ovom sluqaju izvodi vektorskih
po	a N ′

1, N
′
2 i N

′
3 minimalno rotiraju, odnosno kolinearni su sa vektorskim po	em

N2.

Teorema 2.7.5. ([36]) Neka je α nul Kartanova kriva u prostor-vremenu Minkovskog
E4

1 parametrizovana parametrom pseudo-du�ine luka s sa Kartanovim krivinama
κ1(s) = 1, κ2(s) i κ3(s) ̸= 0. Tada relacija izme�u Bixopovog i Kartanovog repera
krive α glasi


T1
N1

N2

N3

 =


1 0 0 0

−σ1σ2 − σ3

√
σ′ 2
1 + σ′ 2

3 σ1 0 σ3
σ2
2 + σ′ 2

1 + σ′ 2
3

2
−σ2 1 −

√
σ′ 2
1 + σ′ 2

3

σ2σ3 − σ1

√
σ′ 2
1 + σ′ 2

3 −σ3 0 σ1




T
N
B1

B2

 ,

a jednaqine Bixopovog repera su oblika
T ′
1

N ′
1

N ′
2

N ′
3

 =


σ2 σ1 0 −σ3
0 0 σ1 0
0 0 −σ2 0
0 0 −σ3 0



T1
N1

N2

N3

 ,
pri qemu je σ1(s) = sin θ(s) prva Bixopova krivina, druga Bixopova krivina σ2(s)
zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu

σ2(s) =
κ3(s)− θ′′(s)

θ′(s)
,

tre�a Bixopova krivina je oblika σ3(s) = cos θ(s), a funkcija θ zadovo	ava dife-
rencijalnu jednaqinu

2θ′(θ′′′ − κ′3) + 2θ′′(κ3 − θ′′) + θ′ 4 − (κ3 − θ′′)2 − 2κ2θ
′ 2 = 0,

θ′ ̸= 0, θ(s) ̸∈ {π
2
+ kπ, kπ} i k ∈ Z.

2.8 Darbuov reper krive u prostorima E3 i E3
1

Kada se kriva nalazi na orijentisanoj povrxi u euklidskom prostoru E3, obiqno
se posmatra �en Darbuov reper {T, ζ, η} odre�en tangentnim vektorskim po	em T ,
normalnim vektorskim po	em povrxi η du� krive i �ihovim vektorskim proizvo-
dom ζ = η×T . Poxto je jediniqno tangentno vektorsko po	e T zajedniqko za Freneov
i Darbuov reper, vektori N , B, η i ζ le�e u istoj ravni, pa se Darbuov reper mo-
�e dobiti rotacijom Freneovog repera oko vektorskog po	a T za odgovaraju�i ugao
rotacije φ(s). Prema tome, relacija izme�u pomenutih repera glasi ([1])

(2.8.1)

 T
ζ
η

 =

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 T
N
B

 ,
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gde je φ(s) ugao izme�u vektora ζ(s) i η(s). Stoga su jednaqine Darbuovog repera
oblika ([1])

(2.8.2)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 kg kn
−kg 0 τg
−kn −τg 0

 T
ζ
η

 ,
gde su

(2.8.3) kg = ⟨T ′, ζ⟩, kn = ⟨T ′, η⟩, τg = ⟨ζ ′, η⟩

geodezijska krivina, normalna krivina i geodezijska torzija krive redom. Relacije
izme�u krivina krive kg, kn, τg u odnosu na Darbuov i krivina κ, τ u odnosu na
Freneov reper, glase ([1])

kg(s) = κ(s) cosφ(s), kn(s) = κ(s) sinφ(s), τg(s) = τ(s) +
dφ

ds
.

U prostoru Minkovskog E3
1, u zavisnosti od kauzalnog karaktera povrxi i krive

na �oj, navodimo slede�e mogu�nosti (A), (B) i (V) za �en Darbuov reper.

(A) α je prostorna ili vremenska kriva na nedegenerativnoj povrxi;

Neka je M nedegenerativna (prostorna ili vremenska) povrx u prostoru Minkov-
skog E1

3 sa parametrizacijom

x(u, t) = (x1(u, t), x2(u, t), x3(u, t)),

gde su x1, x2, x3 proizvo	ne diferencijabilne funkcije. Oznaqimo sa

N(u, t) =
xu × xt

||xu × xt||

jediniqno normalno vektorsko po	e povrxi. Neka je α : I ⊂ R → M ne-nul kriva
sa ne-nul glavnom normalom na povrxi M parametrizovana du�inom luka s.

Darbuov reper {T, ζ, η} krive α je pozitivno orijentisan ortonormirani reper
koji sadr�i jediniqno tangentno vektorsko po	e T = α′, jediniqno normalno vek-
torsko po	e povrxi

η = N(u, t)|α
du� krive i jediniqno vektorsko po	e ζ = −ϵT ϵηη × T . Pomenuta vektorska po	a
zadovo	avaju uslove ([71])

(2.8.4) ⟨T, T ⟩ = ϵT = ±1, ⟨ζ, ζ⟩ = −ϵT ϵη, ⟨η, η⟩ = ϵη = ±1,

(2.8.5) ⟨T, ζ⟩ = ⟨T, η⟩ = ⟨ζ, η⟩ = 0,

(2.8.6) T × ζ = ϵηη, ζ × η = ϵTT, η × T = −ϵT ϵηζ.
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Geodezijska i normalna krivina i geodezijska torzija krive α definisane su
na isti naqin kao u euklidskom sluqaju. Raqunskim putem se dobija da jednaqine
Darbuovog repera glase ([71])

(2.8.7)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 ϵTkg kn
−ϵTkg 0 τg
−ϵTkn ϵT τg 0

 T
ζ
η

 .
(B) α je prostorna kriva na svetlosnoj povrxi;

Neka je M svetlosna povrx, tj. povrxqija je tangentna ravan u regularnim taqkama
svetlosna ([42, 20]). Darbuov reper {T, ζ, η} prostorne krive α sa ne-nul ili nul
glavnom normalom koja le�i na svetlosnoj povrxiM sa parametrizacijom x(u, t), je
pseudo-ortonormirani reper koga qini prostorno tangentno vektorsko po	e T = α′,
nul normalno vektorsko po	e povrxi

η = xu × xt|α
i nul vektorsko po	e ζ. Pomenuta vektorska po	a zadovo	avaju uslove ([70])

(2.8.8) ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨η, η⟩ = ⟨ζ, ζ⟩ = ⟨T, ζ⟩ = ⟨T, η⟩ = 0, ⟨ζ, η⟩ = ϵ1 = ±1,

(2.8.9) T × ζ = ϵ1ζ, ζ × η = T, η × T = ϵ1η.

Otuda jednaqine Darbuovog repera glase ([70])

(2.8.10)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 ϵ1kn ϵ1kg
−kg ϵ1τg 0
−kn 0 −ϵ1τg

 T
ζ
η

 ,
pri qemu su geodezijska i normalna krivina i geodezijska torzija krive α date
relacijom (2.8.3).

(V) α je nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi.

Darbuov reper nul Kartanove krive α na vremenskoj povrxi sa parametrizacijom
x(u, t), je pozitivno orijentisan reper {T, ζ, η} koji sadr�i svetlosno tangentno
vektorsko po	e T = α′, jediniqno prostorno normalno vektorsko po	e povrxi

η =
xu × xt

||xu × xt||
|α

i svetlosno transverzalno vektorsko po	e ζ, koja zadovo	avaju uslove ([64])

(2.8.11) ⟨T, T ⟩ = ⟨ζ, ζ⟩ = ⟨T, η⟩ = ⟨ζ, η⟩ = 0, ⟨η, η⟩ = 1, ⟨T, ζ⟩ = ϵ1 = ±1,

T × ζ = η, ζ × η = ϵ1ζ, η × T = ϵ1T, det(T, ζ, η) = [T, ζ, η] = 1.

Prema tome, jednaqine Darbuovog repera su oblika ([64])

(2.8.12)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 ϵ1kg 0 kn
0 −ϵ1kg τg

−ϵ1τg −ϵ1kn 0

 T
ζ
η

 ,
pri qemu su geodezijska i normalna krivina i geodezijska torzija krive α date
relacijom (2.8.3).
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3 Bixopov reper krive u prostor-vremenu E4
1

U ovom poglav	u �emo predstaviti originalne rezultate disertacije publiko-
vane u radovima [13] i [14], koji se odnose na definisa�e Bixopovog repera parci-
jalno nul i pseudo nul krive u prostor-vremenu Minkovskog E4

1. Da�emo jednaqine
Bixopovih repera i relacije koje postoje izme�u takvih repera i Freneovih re-
pera krivih. Prikaza�emo izvo�e�e odgovaraju�e nelinearne diferencijalne jed-
naqine tre�eg reda, qija partikularna rexe�a odre�uju Bixopove repere i Bixo-
pove krivine pseudo nul i parcijalno nul krive. Primenom geometrijske algebre
prostor-vremena, �emo odrediti jednaqine Darbuovih bivektora Freneovog i Bi-
xopovog repera pseudo nul krive i dokazati da su pomenuti bivektori svetlosni
ako i samo ako su tre�a Freneova i tre�a Bixopova krivina jednake nuli. Tako-
�e �emo dati geometrijsku interpretaciju Freneovih i Bixopovih krivina psedo
nul krive, prema kojoj pomenute krivine predstav	aju povrxinu projekcije Darbuo-
vog bivektora na ravan razapetu odgovaraju�im vektorskim po	ima. Pokaza�emo da
se Freneov reper parcijalno nul krive mo�e dobiti rotacijom Bixopovog repera
koji odgovara jednom partikularnom rexe�u pomenute nelinearne diferencijalne
jednaqine. Odredi�emo parametarske jednaqine svetlosne hiperpovrxi i svetlosne
fokalne povrxi du� parcijalno nul krive u terminima Bixopovog repera koji je
dobijen rotacijom Freneovog repera. Tako�e �emo dokazati da svetlosna fokalna
povrx du� parcijalno nul helise nema skup kritiqnih taqaka.

3.1 Bixopov reper pseudo nul krive u prostor-vremenu E4
1

Poznato je da se Bixopov reper regularne krive u euklidskom prostoru E3 mo-
�e dobiti rotacijom Freneovog repera oko tangentnog vektorskog po	a T za ugao
θ(s) =

∫
τ(s)ds, gde je τ(s) torzija krive. Posle takve rotacije, vektorska po	a N ′

1

i N ′
2 su kolinearna sa tangentnim vektorskim po	em T u svakoj taqki krive, xto

znaqi da minimalno rotiraju u ravnima {T,N1} i {T,N2} redom. Nove vrste Bi-
xopovog repera pod nazivom Bixopov reper tipa 2 i N-Bixopov reper, dobijene
su u referencama [46, 86]. U euklidskom prostoru E4, Bixopov reper je predsta-
v	en u terminima Ojlerovih uglova u radu [27]. U prostorima Minkovskog, Bixo-
povi reperi vremenske, prostorne, nul Kartanove i pseudo nul krive mogu se na�i
u radovima [22, 69, 28, 29]. Bixopov reper {T1, N1, N2, N3} nul Kartanove krive u
prostor-vremenu Minkovskog E4

1, je uveden u radu [36] kao pozitivno orijentisani
pseudo-ortonormirani reper koji sadr�i nul tangentno vektorsko po	e T1 krive i
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tri vektorska po	a N1, N2 i N3 qiji su izvodi kolinearni sa vektorskim po	em N2

u svakoj taqki. Primene Bixopovog repera se mogu na�i u mehanici ([23]), kompju-
terskoj grafici ([82]), pri deformaciji cevi ([75]) i modelova�u povrxi ([49]), kao
i u diferencijalnoj geometriji u ci	u klasifikacije razliqitih tipova krivih.

Bixopov reper pseudo nul krive α u prostor-vremenu Minkovskog E4
1 �emo defi-

nisati kao reper koji sadr�i vektorsko po	e glavnih normala N i tri vektorska
po	a qiji izvodi u odnosu na parametar du�ine luka krive imaju svojstvo mini-
malne rotacije. Prikaza�emo izvo�e�e jednaqina Bixopovog repera i dati relaciju
izme�u pomenutog i Freneovog repera krive. Tako�e �emo navesti neke primere Bi-
xopovih repera pseudo nul krivih.

U tom ci	u, prisetimo se da je prostor-vreme Minkovskog E4
1 realan vektorski

prostor E4 snabdeven indefinitnim skalarnim proizvodom

⟨x, y⟩ = −x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4,

gde su x = (x1, x2, x3, x4) i y = (y1, y2, y3, y4) proizvo	ni vektori. Pseudo nul kriva α
u tom prostoru je prostorna kriva qiji su vektor glavne normale N i vektor druge
binormale B2 nul vektori. Poznato je da Freneov reper {T,N,B1, B2} pseudo nul
krive zadovo	ava uslove ([81])

(3.1.1)
⟨T, T ⟩ = ⟨B1, B1⟩ = 1, ⟨N,N⟩ = ⟨B2, B2⟩ = 0,

⟨T,N⟩ = ⟨T,B1⟩ = ⟨N,B1⟩ = ⟨T,B2⟩ = ⟨B1, B2⟩ = 0, ⟨N,B2⟩ = 1.

Stoga su jednaqine Freneovog repera oblika ([81])

(3.1.2)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0
0 0 κ2 0
0 κ3 0 −κ2

−κ1 0 −κ3 0




T
N
B1

B2

 ,
gde su κ1(s) = 1 , κ2(s) i κ3(s) prva, druga i tre�a Freneova krivina krive. Freneov
reper {T,N,B1, B2} je pozitivno orijentisan, ako va�i relacija

⟨T,N ×B1 ×B2⟩ = det(T,N,B1, B2) = 1.

Primetimo da je rektifikacioni prostor N⊥ = span{T,N,B1} pseudo nul krive
svetlosni, jer sadr�i samo linearno zavisna nul vektorska po	a. U radu [20] je
dokazano da za data vektorska po	a T ,N iB1, postoji jedinstveno nul transverzalno
vektorsko po	e B2 koje zadovo	ava uslove

⟨B2, B2⟩ = 0, ⟨N,B2⟩ = 1, ⟨B1, B2⟩ = ⟨T,B2⟩ = 0.

Oznaqimo sa {N0, N1, N2, N3} novi reper du� pseudo nul krive α, gde je N1 = N
vektorsko po	e glavnih normala, N0 i N2 su prostorna vektorska po	a i N3 je nul
transverzalno vektorsko po	e, tako da va�e uslovi

(3.1.3)
⟨N1, N1⟩ = ⟨N3, N3⟩ = 0, ⟨N0, N0⟩ = ⟨N2, N2⟩ = ⟨N1, N3⟩ = 1,
⟨N0, N1⟩ = ⟨N0, N2⟩ = ⟨N0, N3⟩ = ⟨N1, N2⟩ = ⟨N2, N3⟩ = 0.
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Vektorska po	a N ′
0, N

′
2 i N

′
3 u odnosu na reper {N0, N1, N2, N3} mo�emo dekompo-

novati na slede�i naqin

(3.1.4)
N ′

0 = a0N0 + b0N1 + c0N2 + d0N3,
N ′

2 = a1N0 + b1N1 + c1N2 + d1N3,
N ′

3 = a2N0 + b2N1 + c2N2 + d2N3,

gde su ai, bi, ci, di, i = 0, 1, 2 proizvo	ne diferencijabilne funkcije po parametru
du�ine luka s. Slede�om definicijom uvodimo relativno paralelna vektorska po-
	a.

Definicija 3.1.1. Za prostorna vektorska po	a N0 i N2 i svetlosno transver-
zalno vektorsko po	e N3 koja zadovo	avaju uslove (3.1.3) du� pseudo nul krive
u prostor-vremenu Minkovskog E4

1 ka�emo da su relativno paralelna, ako je nor-
malna komponenta �ihovih izvoda N ′

0, N
′
2 i N ′

3, koja pripada potprostoru N⊥
1 =

span{N0, N1, N2} jednaka nuli.

Ako su N ′
0, N

′
2 i N

′
3 relativno paralelna vektorska po	a, na osnovu definici-

je 3.1.1 i relacije (3.1.4) sledi da su �ihovi izvodi kolinearni sa nul vektor-
skim po	em N3 u svakoj taqki krive. To znaqi da vektorska po	a N ′

0, N
′
2 i N ′

3

minimalno rotiraju u hiperravnima N⊥
0 = {N1, N2, N3}, N⊥

2 = span{N0, N1, N3}
i N⊥

3 = span{N0, N2, N3} redom.

Definicija 3.1.2. Bixopov reper {N0, N1, N2, N3} pseudo nul krive u prostor-
vremenu Minkovskog E4

1 je pozitivno orijentisan pseudo-ortonormirani reper koji
sadr�i vektorsko po	e glavnih normala N1 i tri relativno paralelna vektorska
po	a N0, N2, N3 koja zadovo	avaju uslove (3.1.3).

Napomenimo da je Bixopov reper {N0, N1, N2, N3} pozitivno orijentisan, ako je

⟨N0, N1 ×N2 ×N3⟩ = det(N0, N1, N2, N3) = 1.

U teoremi koja sledi �emo odrediti vektorska po	a Bixopovog repera u termi-
nima Freneovog repera. Tako�e �emo dobiti jednaqine Bixopovog repera i Bixo-
pove krivine koje su odre�ene partikularnim rexe�ima diferencijalne jednaqine
tre�eg reda.

Teorema 3.1.1. Neka je α pseudo nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog E4
1 pa-

rametrizovana du�inom luka s sa Freneovim krivinama κ1(s) = 1, κ2(s) ̸= 0, κ3(s),
Freneovim reperom {T,N,B1, B2} i Bixopovim reperom {N0, N1, N2, N3}.
(i) Relacija izme�u Bixopovog i Freneovog repera glasi

(3.1.5)

N0 =
σ2√
σ2
1 + σ2

2

T +
( (σ2

σ1
)′σ2

1σ2

(σ2
1 + σ2

2)
2
− σ1σ3
σ2
1 + σ2

2

)
N +

σ1√
σ2
1 + σ2

2

B1,

N1 = N,

N2 = − σ1√
σ2
1 + σ2

2

T −
( (σ2

σ1
)′σ3

1

(σ2
1 + σ2

2)
2
+

σ2σ3
σ2
1 + σ2

2

)
N +

σ2√
σ2
1 + σ2

2

B1,

N3 = −
(σ2

σ1
)′σ2

1

(σ2
1 + σ2

2)
3
2

T − 1

2

( σ2
3

σ2
1 + σ2

2

+
(σ2

σ1
)′ 2σ4

1

(σ2
1 + σ2

2)
3

)
N +

σ3√
σ2
1 + σ2

2

B1 +B2;
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(ii) Jednaqine Bixopovog repera su oblika

(3.1.6)


N ′

0

N ′
1

N ′
2

N ′
3

 =


0 0 0 −σ1
σ1 σ3 σ2 0
0 0 0 −σ2
0 0 0 −σ3



N0

N1

N2

N3

 ,
pri qemu su

σ1(s) = κ2(s) cos θ(s),

(3.1.7) σ2(s) = κ2(s) sin θ(s),

σ3(s) = −κ2(s)
θ′(s)

(
1 +

( θ′(s)
κ2(s)

)′)
,

Bixopove krivine krive α, a funkcija θ(s) ̸= constant zadovo	ava nelinearnu di-
ferencijalnu jednaqinu tre�eg reda

(3.1.8)
( 1
θ′

+
1

θ′

( θ′
κ2

)′)′
− κ2

2

( 1
θ′

+
1

θ′

( θ′
κ2

)′)2
+
θ′ 2

2κ2
+ κ3 = 0.

Dokaz. Neka je {N0, N1, N2, N3} Bixopov reper pseudo nul krive α parametri-
zovane du�inom luka s. Prema definiciji 3.1.2, vektorska po	a N0, N2 i N3 su
relativno paralelna. Primenom pomenutog svojstva, odredi�emo jednaqine Bixopo-
vog repera. Razlo�i�emo vektorsko po	e N ′

0 u odnosu na pseudo-ortonormiranu bazu
{N0, N1, N2, N3} na slede�i naqin

(3.1.9) N ′
0 = a0N0 + b0N1 + c0N2 + d0N3,

gde su a0, b0, c0 i d0 proizvo	ne diferencijabilne funkcije po s. Pomo�u relacija
(3.1.3) i (3.1.9) nalazimo da je

(3.1.10) ⟨N ′
0, N0⟩ = a0 = 0, ⟨N ′

0, N1⟩ = d0 = −σ1,

(3.1.11) ⟨N ′
0, N2⟩ = c0 = 0, ⟨N ′

0, N3⟩ = b0 = 0,

pri qemu je prva Bixopova krivina definisana sa σ1 = −⟨N ′
0, N1⟩. Zamenom (3.1.10)

i (3.1.11) u (3.1.9), sledi da je

(3.1.12) N ′
0 = −σ1N3.

Analogno nalazimo da je

(3.1.13) N ′
1 = σ1N0 + σ3N1 + σ2N2, N ′

2 = −σ2N3, N ′
3 = −σ3N3,

gde su sa σ2 = ⟨N ′
1, N2⟩ i σ3 = −⟨N ′

3, N1⟩ definisane druga i tre�a Bixopova kri-
vina. Na osnovu relacija (3.1.12) i (3.1.13) sledi da su jednaqine Bixopovog repera
oblika (3.1.6).
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U nastavku �emo odrediti relacije izme�u Bixopovih i Freneovih krivina.
Prema definiciji 3.1.2, imamo da je N1 = N . Diferencira�em prethodne jednaqine
po s i primenom (3.1.2) i (3.1.13), sledi da je

N ′
1 = N ′ = σ1N0 + σ3N1 + σ2N2 = κ2B1.

Posled�a relacije daje

(3.1.14) B1 =
σ1
κ2
N0 +

σ3
κ2
N1 +

σ2
κ2
N2.

Pomo�u uslova ⟨B1, B1⟩ = 1 i relacija (3.1.3) i (3.1.14), dobijamo

σ2
1 + σ2

2 = κ22.

Sada �emo razmotriti posebno slede�e sluqajeve:

(A) σ1 = 0, σ2 = ±κ2;
(B) σ1 = ±κ2, σ2 = 0;

(V) σ1 = κ2 cos θ, σ2 = κ2 sin θ, pri qemu je θ = θ(s) proizvo	na diferencijabilna
funkcija.

(A) σ1 = 0, σ2 = ±κ2. Zamenom prethodnih jednakosti u (3.1.14), dobijamo da je

(3.1.15) B1 =
σ3
κ2
N1 ±N2.

Tangentno vektorsko po	e T , u odnosu na Bixopov reper, mo�emo napisati u obliku

(3.1.16) T = λN0 + µN1 + νN2 + ωN3,

za neke diferencijabilne funkcije λ, µ, ν, ω. Pomo�u relacija (3.1.3), (3.1.15),
(3.1.16) i uslova ⟨T,B1⟩ = ⟨T,N⟩ = 0, nalazimo da je ν = ω = 0. Otuda je

T = λN0 + µN1.

Diferencira�em posled�e relacije po s i primenom relacija (3.1.2), (3.1.14) i
(3.1.15), dobijamo

T ′ = N = N1 = (λ′ + µσ1)N0 + (µ′ + µσ3)N1 + µσ2N2 − λσ1N3.

Posled�a jednakost implicira sistem jednaqina

λ′ + µσ1 = 0, µ′ + µσ3 = 1, µσ2 = 0, λσ1 = 0.

Poxto je σ2 = ±k2 ̸= 0, sledi da je µ = 0. Me�utim, druga jednaqina posled�eg
sistema jednaqina daje kontradikciju.

(B) σ1 = ±κ2, σ2 = 0. Analogno sluqaju (A), dobija se kontradikcija.

(V) σ1 = κ2 cos θ, σ2 = κ2 sin θ. Primenom relacija (3.1.14), (3.1.16) i uslova ⟨T,N⟩ =
⟨T,B1⟩ = 0, nalazimo da je

λ = sin θ, ν = − cos θ, ω = 0.
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Zamenom posled�ih jednakosti u (3.1.16), dobijamo da je

(3.1.17) T = sin θN0 + µN1 − cos θN2.

Diferencira�em prethodne jednakosti po s i primenom relacija (3.1.2), (3.1.12)
i (3.1.13), sledi da je

(3.1.18) N1 = (θ′ cos θ+µσ1)N0+(µ′+µσ3)N1+(µσ2+θ
′ sin θ)N2+(σ1 sin θ+σ2 cos θ)N3.

Kako su vektori N0, N1, N2 i N3 linearno nezavisni, dobijamo sistem jednaqina

θ′ cos θ + µσ1 = 0,

µ′ + µσ3 = 1,(3.1.19)

µσ2 + θ′ sin θ = 0,

−σ1 sin θ + σ2 cos θ = 0.

Ako je θ′ = 0, tada je µσ1 = µσ2 = 0. Ako je µ = 0, druga jednaqina sistema jednaqina
(3.1.19) daje kontradikciju. Ako je µ ̸= 0 i σ1 = σ2 = 0, tada je κ2 = 0 xto je
tako�e kontradikcija. Zato je θ′ ̸= 0. Zamenom krivina σ1 = κ2 cos θ i σ2 = κ2 sin θ u
relaciji (3.1.19), dobijamo

(3.1.20) µ = − θ′

κ2
, σ3 =

1− µ′

µ
= −κ2

θ′

(
1 +

( θ′
κ2

)′)
.

S druge strane, zamenom krivina σ1 = κ2 cos θ i σ2 = κ2 sin θ u relaciji (3.1.14),
sledi da je

(3.1.21) B1 = cos θN0 +
σ3
κ2
N1 + sin θN2.

Na osnovu relacija (3.1.17) i (3.1.21) sledi da su vektorska po	a T i B1 izra�ena
pomo�u vektorskih po	a Bixopovog repera. U nastavku �emo izraziti vektorsko
po	e B2 pomo�u N0, N1, N2 i N3. Primenom uslova

⟨B2, T ⟩ = ⟨B2, B1⟩ = ⟨B2, B2⟩ = 0, ⟨B2, N⟩ = 1

i relacija (3.1.17), (3.1.21) i N = N1, sledi da je

B2 =
(
− σ3
k2

cos θ − µ sin θ
)
N0 −

1

2

((σ3
k2

)2
+ µ2

)
N1

+
(
− σ3
k2

sin θ + µ cos θ
)
N2 +N3.(3.1.22)

Pomo�u relacija (3.1.17), (3.1.20), (3.1.21) i (3.1.22) dobijamo

N0 = sin θT +
( θ′
κ2

sin θ − σ3
κ2

cos θ
)
N + cos θB1,

N1 = N,

N2 = − cos θT −
( θ′
κ2

cos θ +
σ3
κ2

sin θ
)
N + sin θB1,(3.1.23)

N3 = − θ′

κ2
T − 1

2

((σ3
κ2

)2
+
( θ′
κ2

)2)
N +

σ3
κ2
B1 +B2.
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Kako je σ2
1 + σ2

2 = κ22, korenova�em dobijamo da je κ2 = ±
√
σ2
1 + σ2

2. Mo�emo

pretpostaviti da je κ2 =
√
σ2
1 + σ2

2. Zamenom izraza

κ2 =
√
σ2
1 + σ2

2, sin θ =
σ2√
σ2
1 + σ2

2

, cos θ =
σ1√
σ2
1 + σ2

2

,
θ′

κ2
=

(σ2

σ1
)′σ2

1

(σ2
1 + σ2

2)
3
2

,

u relaciji (3.1.23), nalazimo da je

(3.1.24)

N0 =
σ2√
σ2
1 + σ2

2

T +
( (σ2

σ1
)′σ2

1σ2

(σ2
1 + σ2

2)
2
− σ1σ3
σ2
1 + σ2

2

)
N +

σ1√
σ2
1 + σ2

2

B1,

N1 = N,

N2 = − σ1√
σ2
1 + σ2

2

T −
( (σ2

σ1
)′σ3

1

(σ2
1 + σ2

2)
2
+

σ2σ3
σ2
1 + σ2

2

)
N +

σ2√
σ2
1 + σ2

2

B1,

N3 = −
(σ2

σ1
)′σ2

1

(σ2
1 + σ2

2)
3
2

T − 1

2

( σ2
3

σ2
1 + σ2

2

+
(σ2

σ1
)′ 2σ4

1

(σ2
1 + σ2

2)
3

)
N +

σ3√
σ2
1 + σ2

2

B1 +B2,

Time je relacija (3.1.5) dokazana. Mo�e se proveriti da je

⟨N0, N1 ×N2 ×N3⟩ = det(N0, N1, N2, N3) = 1,

xto znaqi da je Bixopov reper pozitivno orijentisan.
Da bismo odredili nepoznatu diferencijabilnu funkciju θ, iz jednaqina Bixo-

povog repera (3.1.6) imamo da je N ′
2 = −σ2N3. Zamenom σ2 = κ2 sin θ i N3 u posled�oj

jednakosti, dobijamo

(3.1.25) N ′
2 = −κ2 sin θ[−

θ′

κ2
T − 1

2

((σ3
κ2

)2
+
( θ′
κ2

)2)
N +

σ3
κ2
B1 +B2].

S druge strane, diferencira�em relacije

N2 = − cos θT −
( θ′
κ2

cos θ +
σ3
κ2

sin θ
)
N + sin θB1

po s i primenom relacije (4.3.2), nalazimo da je

N ′
2 = θ′ sin θT − cos θN −

( θ′
κ2

cos θ +
σ3
κ2

sin θ
)′
N

−
( θ′
κ2

cos θ +
σ3
κ2

sin θ
)
κ2B1 + θ′ cos θB1 + sin θ(κ3N − κ2B2).(3.1.26)

Pomo�u relacija (3.1.25) i (3.1.26), dobijamo nelinearnu diferencijalnu jednaqinu
tre�eg reda oblika

(3.1.27)
( 1
θ′

+
1

θ′

( θ′
κ2

)′)′
− κ2

2

( 1
θ′

+
1

θ′

( θ′
κ2

)′)2
+
θ′ 2

2κ2
+ κ3 = 0

koju zadovo	ava nepoznata funkcija θ. Time je dokazano da va�i relacija (3.1.8),
qime je dokaz kompletiran.
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Primetimo da svako partikularno rexe�e diferencijalne jednaqine (3.1.8) odre�u-
je odgovaraju�e Bixopove krivine date relacijom (3.1.7). Opxte rexe�e pomenute
jednaqine zavisi od Freneovih krivina κ2(s) ̸= 0 i κ3(s). Ako je κ2(s) = constant ̸= 0
i κ3(s) = constant, dobijamo nelinearnu diferencijalnu jednaqinu tre�eg reda sa
konstantnim koeficijentima. U opxtem sluqaju, nije uvek mogu�e na�i �eno opxte
rexe�e u eksplicitnom obliku.

Navodimo primere u kojima je mogu�e na�i bar jedno partikularno rexe�e dife-
rencijalne jednaqine (3.1.8).

Primer 3.1.1. Neka je α pseudo nul helisa u prostor-vremenu Minkovskog E4
1 para-

metrizovana du�inom luka s sa parametarskom jednaqinom

α(s) =
3√
10

(
1

9
cosh(3s),

1

9
sinh(3s), sin s,− cos s).

Freneove krivine krive α glase

(3.1.28) κ1(s) = 1, κ2(s) = 3, κ3(s) =
4

3
,

a Freneov reper je oblika

T (s) =
3√
10

(
1

3
sinh(3s),

1

3
cosh(3s), cos s, sin s),

N(s) =
3√
10

(cosh(3s), sinh(3s),− sin s, cos s),

B1(s) =
1√
10

(3 sinh(3s), 3 cosh(3s),− cos s,− sin s),

B2(s) =
5

3
√
10

(− cosh(3s),− sinh(3s),− sin s, cos s).

Zamenom (3.1.28) u (3.1.8) dobijamo diferencijalnu jednaqinu( 1
θ′

+
1

θ′

(θ′
3

)′)′
− 3

2

( 1
θ′

+
1

θ′

(θ′
3

)′)2
+
θ′ 2

6
+

4

3
= 0

qije je jedno partikularno rexe�e θ(s) = s. Zamenom θ(s) = s i (3.1.28) u relaciji
(3.1.7), sledi da su Bixopove krivine krive α oblika

(3.1.29) σ1(s) = 3 cos s, σ2(s) = 3 sin s, σ3(s) = −3.

Pomo�u (3.1.5) i (3.1.29) dobijamo da Bixopov reper krive α glasi

N0(s) = sin(s)T (s) + (
1

3
sin(s) + cos(s))N(s) + cos(s)B1(s),

N1(s) = N(s),

N2(s) = cos(s)T (s) + (−1

3
cos(s) + sin(s))N(s) + sin(s)B1(s),

N3(s) = −1

3
T (s)− 5

9
N(s)−B1(s) +B2(s).

Nije texko proveriti da Bixopov reper zadovo	ava jednaqine (3.1.6).
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Primer 3.1.2. Posmatrajmo pseudo nul krivu α u prostor-vremenu Minkovskog E4
1,

parametrizovanu du�inom luka s, sa parametarskom jednaqinom

α(s) = (−s
2

2
+

1

8
ln s,

s2

2
+

1

8
ln s,

s
√
2

4
(sin(ln s) + cos(ln s)),

s
√
2

4
(sin(ln s)− cos(ln s))).

�en Freneov reper je oblika

T (s) = (−s+ 1

8s
, s+

1

8s
,
1√
2
cos(ln s),

1√
2
sin(ln s)),

N(s) = (−1− 1

8s2
, 1− 1

8s2
,− 1

s
√
2
sin(ln s),

1

s
√
2
cos(ln s)),

B1(s) = (
1

4s
,
1

4s
,
1√
2
(sin(ln s)− cos(ln s)),

1√
2
(− sin(ln s)− cos(ln s))),

B2(s) = (
s2

2
+

5

16
,−s

2

2
+

5

16
,− s

2
√
2
(sin(ln s) + 2 cos(ln s)),

s

2
√
2
(cos(ln s)− 2 sin(ln s))),

a Freneove krivine glase

(3.1.30) κ1(s) = 1, κ2(s) =
1

s2
, κ3(s) = −1

2
.

Zamenom relacije (3.1.30) u relaciji (3.1.8) dobijamo diferencijalnu jednaqinu
tre�eg reda

1

θ′

(
(s2θ′)′ − 1

)′
− 1

2s2

( 1
θ′

(
(s2θ′)′ − 1

))2
+
s2

2
θ′ 2 − 1

2
= 0,

qije je jedno partikularno rexe�e θ(s) = ln s. Zamenom partikularnog rexe�a θ(s) =
ln s i relacije (3.1.30) u relaciji (3.1.7), nalazimo Bixopove krivine

(3.1.31) σ1(s) =
1

s2
cos(ln s), σ2(s) =

1

s2
sin(ln s), σ3(s) = −2

s
.

Primenom relacija (3.1.5) i (3.1.31) sledi da je Bixopov reper krive α oblika

N0(s) = sin(ln s)T (s) + (s sin(ln s) + 2s cos(ln s))N(s) + cos(ln s)B1(s),

N1(s) = N(s),

N2(s) = − cos(ln s)T (s) + (s cos(ln s)− 2s sin(ln s))N(s) + sin(ln s)B1(s),

N3(s) = −sT (s)− 5

2
s2N(s)− 2sB1(s) +B2(s).

Dobijeni Bixopov reper zadovo	ava jednaqine (3.1.6), xto se mo�e neposredno pro-
veriti.

3.2 Darbuov bivektor Freneovog i Bixopovog repera pseudo

nul krive

Darbuov vektor (vektor ugaone brzine) Freneovog repera {T,N,B} regularne
krive u euklidskom prostoru E3, predstav	a osu oko koje reper rotira kada se kre�e
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du� krive. Poznato je da on zadovo	ava Darbuove jednaqine, koje su ekvivalentne
Freneovim jednaqinama ([52]). S druge strane, i Darbuov reper {T, ζ, η} regularne
krive na povrxi u 3-dimenzionom euklidskom prostoru tako�e ima svoj Darbuov
vektor.

Poznato je da u prostor-vremenu Minkovskog E4
1 Freneov reper ne-nul krive sa

ne-nul glavnom normalom rotira oko Darbuovog bivektora. Pomenuti bivektor zado-
vo	ava odgovaraju�e Darbuove jednaqine koje su izra�ene u terminima unutrax�eg
proizvoda geometrijske algebre prostor-vremena ([33, 34]).

U ovom ode	ku �emo navesti originalne rezultate doktorske disertacije publi-
kovane u referenci [14], koji predstav	aju primenu geometrijske algebre u ci	u

dobija�a izraza za Darbuov bivektor D Freneovog repera i Darbuov bivektor D̃
Bixopovog repera pseudo nul krive u prostor-vremenu Minkovskog E4

1. Tako�e �emo
dokazati da su pomenuti bivektori svetlosni ako i samo ako pseudo nul kriva ima
tre�u Freneovu krivinu, odnosno tre�u Bixopovu krivinu jednaku nuli redom. Po-
kaza�emo da se Freneove i Bixopove krivine pseudo nul krive u prostor-vremenu
Minkovskog mogu geometrijski interpretirati kao povrxine projekcija Darbuovog
bivektora Freneovog repera, odnosno Bixopovog repera redom na ravni razapete
odgovaraju�im vektorskim po	ima.

Algebra prostor-vremena je nekomutativna asocijativna geometrijska algebra
G4(E4

1) dimenzije 16, qiji se elementi zovu multivektori. U toj algebri, geome-
trijski proizvod ab vektora a i b je definisan sa ([34])

ab = a · b+ a ∧ b,

pri qemu je

a · b = 1

2
(ab+ ba)

komutativni unutrax�i proizvod i

a ∧ b = 1

2
(ab− ba)

nekomutativni spo	ax�i proizvod. Primenom prethodnih jednakosti, dobijamo da
je

aa = a · a+ a ∧ a = a2 = ϵa∥a∥2,
gde je ϵa signatura vektora a i ∥a∥ =

√
|⟨a, a⟩| norma tog vektora. Za vektor a

ka�emo da je vremenski, prostorni, ili svetlosni, ako je redom ϵa = 1, ϵa = −1 i
ϵa = 0. Unutrax�i proizvod 1-vektora (vektora) a i bivektora (2-vektora) b ∧ c je
dat izrazom

(3.2.1) a · (b ∧ c) = ⟨a, b⟩c− ⟨a, c⟩b = −(b ∧ c) · a.

Unutrax�i proizvod dva bivektora definisan je na slede�i naqin ([34])

(3.2.2) (b ∧ a) · (u ∧ v) = −⟨b, u⟩⟨a, v⟩+ ⟨b, v⟩⟨a, u⟩.

Prema tome, Freneov reper {T̄ , N̄ , B̄1, B̄2} vremenske krive u E4
1 ima Darbuov

bivektor
D̄ = k̄1 N̄ ∧ T̄ + k̄2 N̄ ∧ B̄1 + k̄3 B̄1 ∧ B̄2
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koji predstav	a uopxte�e Darbuovog vektora D. Naime, ako je tre�a Freneova kri-
vina k̄3 = 0, vremenska kriva le�i u trodimenzionom prostoru E3

1, pa �en Darbuov
vektor u tom sluqaju glasi

D = −ID̄ = −I(k̄1 N̄ ∧ T̄ + k̄2 N̄ ∧ B̄1) = k̄1 B̄1 + k̄2 T̄ ,

gde je I pseudoskalar geometrijske algebre G3(E3
1) i I(a ∧ b) = a× b. Ostale osobine

geometrijske algebre prostor-vremena se mogu na�i u radovima ([34, 35]).

Uoqimo Freneov reper {T,N,B1, B2} pseudo nul krive α u prostor-vremenu Min-
kovskog E4

1 sa Freneovim krivinama κ1(s) = 1, κ2(s) ̸= 0 i κ3(s). Freneov reper
odre�uje xest baznih bivektora

ETN = T ∧N, ETB1 = T ∧B1, ETB2 = T ∧B2,

ENB1 = N ∧B1, ENB2 = N ∧B2, EB1B2 = B1 ∧B2.

Bazni bivektori imaju jediniqnu povrxinu ili povrxinu jednaku nuli i paralelni
su redom 2-ravnima span{T,N}, span{T,B1}, span{T,B2}, span{N,B1}, span{N,B2},
span{B1, B2}.

Darbuov bivektor D Freneovog repera pseudo nul krive mo�e se predstaviti kao
zbir svojih projekcija na xest 2-ravni [53]

(3.2.3) D = aETN + bETB1 + cETB2 + dENB1 + fENB2 + hEB1B2 ,

pri qemu su a, b, c, d, f, h povrxine odgovaraju�ih projekcija. S druge strane, Dar-
buov bivektor D zadovo	ava Darbuove jednaqine oblika ([33])

(3.2.4) T ′ = D · T, N ′ = D ·N, B′
1 = D ·B1, B′

2 = D ·B2.

Pomo�u relacija (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1), (3.2.3) i (3.2.4), nalazimo da je

D · T = (aETN + bETB1 + cETB2 + dENB1 + fENB2 + hEB1B2) · T
= −aN − bB1 − cB2 = N.

Iz prethodne jednakosti sledi

(3.2.5) a = −1, b = 0, c = 0.

Na osnovu relacija (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) i (3.2.5), analogno dobijamo

D ·N = cT + fN + hB1 = κ2B1,

D ·B1 = bT + dN − hB2 = κ3N − κ2B2,

D ·B2 = aT − dB1 − fB2 = −T − κ3B1.

Prethodni sistem jednaqina implicira

(3.2.6) f = 0, h = κ2, d = κ3.

Zamenom relacija (3.2.5) i (3.2.6) u relaciji (3.2.3), dobijamo da Darbuov bivektor
Freneovog repera glasi

(3.2.7) D = −κ1ETN + κ2EB1B2 + κ3ENB1 .
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Prema tome, Freneove krivine

κ1 = D · ETB2 = 1, κ2 = D · ENB1 , κ3 = D · EB1B2

pseudo nul krive α se mogu interpretirati kao povrxine projekcija Darbuovog
bivektora D na svetlosne 2-ravni span{T,N}, span{B1, B2} i span{N,B1} redom.
Primenom relacija (3.1.1), (3.2.2) i (3.2.7), nalazimo da je

D2 = D ·D = 2κ2κ3.

Poxto je κ2(s) ̸= 0 za svako s, Darbuov bivektor D je svetlosni ako i samo ako je
tre�a Freneova krivina κ3(s) = 0. Ako je κ3(s) ̸= 0, on je prostorni ili vremenski.

U nastavku �emo posmatrati Bixopov reper {N0, N1, N2, N3} pseudo nul krive α.
Analogno, pomo�u ovog repera dobijamo xest baznih bivektora

EN0N1 = N0 ∧N1, EN0N2 = N0 ∧N2, EN0N3 = N0 ∧N3,

EN1N2 = N1 ∧N2, EN1N3 = N1 ∧N3, EN2N3 = N2 ∧N3,

koji imaju jediniqnu povrxinu ili povrxinu jednaku nuli. Oni su tako�e paralelni
odgovaraju�im 2-ravnima.

Otuda Darbuov bivektor D̃ Bixopovog repera mo�emo napisati u obliku

(3.2.8) D̃ = ãEN0N1 + b̃EN0N2 + c̃EN0N3 + d̃EN1N2 + f̃EN1N3 + h̃EN2N3 ,

gde su ã, b̃, c̃, d̃, f̃ i h̃ povrxine projekcija bivektora D̃ na odgovaraju�e 2-ravni.
Pomo�u relacija (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1) i (3.2.8) dobijamo da je jednaqina Darbuovog
bivektora oblika

(3.2.9) D̃ = σ1EN0N1 + σ2EN2N3 + σ3EN1N3 .

Dakle, Bixopove krivine

σ1 = D̃ · EN1N0 , σ2 = D̃ · EN1N2 , σ3 = D̃ · EN1N3 ,

pseudo nul krive α se mogu interpretirati kao povrxine projekcija bivektora D̃ na
ravni span{N0, N1}, span{N2, N3} i span{N1, N3}, redom. Na osnovu relacija (3.2.2),
(3.1.3) i (3.2.9) imamo da je

D̃2 = D̃ · D̃ = σ2
3.

Odavde sledi da je Darbuov bivektor D̃ svetlosni ako i samo ako je tre�a Bi-
xopova krivina σ3(s) = 0. Ako je σ3(s) ̸= 0, Darbuov bivektor D̃ je vremenski.
Primetimo da Darbuovi bivektori D i D̃ ne mogu oba biti svetlosni. Naime, ako
je κ3(s) = σ3(s) = 0, tada na osnovu relacija (3.1.7) i (3.1.8) sledi θ′(s) = 0, xto je
kontradikcija.

3.3 Bixopov reper parcijalno nul krive u E4
1

U ovom poglav	u �emo predstaviti originalne rezultate disertacije koji se od-
nose na dobija�e Bixopovog repera parcijalno nul krive u prostor-vremenu Min-
kovskog E4

1, a koji su publikovani u referenci [13]. Dokaza�emo da parcijalno nul
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kriva ima tri Bixopova repera koji su odre�eni partikularnim rexe�ima neli-
nearne diferencijalne jednaqine tre�eg reda. Tako�e �emo pokazati da se Freneov
reper pomenute krive mo�e dobiti rotacijom Bixopovog repera koji odgovara par-
tikularnom rexe�u θ(s) =

∫
κ1(s)ds, pri qemu je κ1(s) prva Freneova krivina krive.

Prisetimo se da je parcijalno nul kriva prostorna kriva koja le�i u svetlosnoj
hiperravni prostora E4

1 i ima tre�u Freneovu krivinu κ3(s) = 0 u svakoj taqki.
�en Freneov reper {T,N,B1, B2} zadovo	ava uslove

(3.3.1)
⟨T, T ⟩ = ⟨N,N⟩ = 1, ⟨B1, B1⟩ = ⟨B2, B2⟩ = 0,

⟨T,N⟩ = ⟨T,B1⟩ = ⟨T,B2⟩ = ⟨N,B1⟩ = ⟨N,B2⟩ = 0, ⟨B1, B2⟩ = 1,

⟨T,N ×B1 ×B2⟩ = det(T,N,B1, B2) = 1.

Na osnovu jednaqina Freneovog repera parcijalno nul krive ([81])

(3.3.2)


T ′

N ′

B′
1

B′
2

 =


0 κ1 0 0

−κ1 0 κ2 0
0 0 κ3 0
0 −κ2 0 −κ3




T
N
B1

B2


sledi da su vektorska po	a T ′, B′

1 i B′
2 kolinearna sa vektorskim po	em glavne

normale N u svakoj taqki krive, xto znaqi da minimalno rotiraju u hiperravni-
ma T⊥ = span{N,B1, B2}, B⊥

1 = span{T,N,B1} i B⊥
2 = span{T,N,B2} redom. Zato

mo�emo re�i da Freneov reper parcijalno nul krive ima svojstvo minimalne ro-
tacije. Pokaza�emo da takva kriva ima novi reper sa istim svojstvom.

U tom ci	u, neka je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog pa-
rametrizovana du�inom luka s. Oznaqimo sa {N0, N1, N2, N3} novi reper du� krive
α, koji zadovo	ava uslove

(3.3.3)
⟨N2, N2⟩ = ⟨N3, N3⟩ = 0, ⟨N0, N0⟩ = ⟨N1, N1⟩ = ⟨N2, N3⟩ = 1,
⟨N0, N1⟩ = ⟨N0, N2⟩ = ⟨N0, N3⟩ = ⟨N1, N2⟩ = ⟨N1, N3⟩ = 0,

pri qemu je N3 = B2 i

(3.3.4) ⟨N0, N1 ×N2 ×N3⟩ = det(N0, N1, N2, N3) = 1.

Slede�om definicijom �emo uvesti relativno paralelna vektorska po	a.

Definicija 3.3.1. Za vektorska po	a N0, N1 i N2 du� parcijalno nul krive α
u prostor-vremenu Minkovskog E4

1 koja zadovo	avaju uslove (3.3.3) i (3.3.4) ka�e-
mo da su relativno paralelna, ako su �ihovi izvodi po parametru du�ine luka
kolinearni sa vektorskim po	em N2 u svakoj taqki krive.

Na osnovu definicije 3.3.1 sledi da vektorska po	a N ′
0, N

′
1 i N ′

2 minimalno
rotiraju u hiperravnima N⊥

0 = span{N1, N2, N3}, N⊥
1 = span{N0, N2, N3} i N⊥

2 =
span{N0, N1, N2} respektivno.

Definicija 3.3.2. Bixopov reper parcijalno nul krive u prostor-vremenu Min-
kovskog E4

1 je pozitivno orijentisani pseudo-ortonormirani reper {N0, N1, N2, N3}
koji sadr�i vektorsko po	e druge binormale N3 = B2 i tri relativno paralelna
vektorska po	a N0, N1 i N2 koja zadovo	avaju uslove (3.3.3) i (3.3.4).
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Slede�om definicijom uvodimo krivine parcijalno nul krive u odnosu na �en
Bixopov reper.

Definicija 3.3.3. Neka je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog
E4

1 parametrizovana du�inom luka s sa Bixopovim reperom {N0, N1, N2, N3}. Tada
se funkcije

(3.3.5) σ1(s) = −⟨N ′
0(s), N3(s)⟩, σ2(s) = −⟨N ′

1(s), N3(s)⟩, σ3(s) = −⟨N ′
2(s), N3(s)⟩

nazivaju prva, druga i tre�a Bixopova krivina krive α redom.

U nastavku �emo izvesti jednaqine Bixopovog repera parcijalno nul krive. Ana-
logne jednaqine Bixopovih repera drugih vrsta krivih u prostor-vremenu Minkov-
skog E4

1, mogu se na�i u radovima [14, 22, 36].

Teorema 3.3.1. Ako je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog E4
1

sa Bixopovim reperom {N0, N1, N2, N3}, tada su jednaqine tog repera oblika

(3.3.6)


N ′

0(s)
N ′

1(s)
N ′

2(s)
N ′

3(s)

 =


0 0 −σ1(s) 0
0 0 −σ2(s) 0
0 0 −σ3(s) 0

σ1(s) σ2(s) 0 σ3(s)



N0(s)
N1(s)
N2(s)
N3(s)

 ,
pri qemu su σ1, σ2 i σ3 Bixopove krivine krive α.

Dokaz. Pretpostavimo da je α parcijalno nul kriva parametrizovana du�inom
luka s sa Bixopovim reperom {N0, N1, N2, N3}. Poxto je N0 relativno paralelno
vektorsko po	e, prema definiciji 3.3.1, imamo da je

(3.3.7) N ′
0(s) = c0(s)N2(s),

gde je c0(s) proizvo	na diferencijabilna funkcija. Pomo�u relacija (3.3.3), (3.3.5)
i (3.3.7), nalazimo da je

⟨N ′
0(s), N3(s)⟩ = c0(s) = −σ1(s).

Zamenom posled�e relacije u (3.3.7), dobijamo da je

(3.3.8) N ′
0(s) = −σ1(s)N2(s).

Na sliqan naqin, nalazimo da je

N ′
1(s) = −σ2(s)N2(s),

N ′
2(s) = −σ3(s)N2(s),(3.3.9)

N ′
3(s) = σ1(s)N0(s) + σ2(s)N1(s) + σ3(s)N3(s).

Prema tome, relacije (3.3.8) i (3.3.9) impliciraju relaciju (3.3.6).

Slede�a teorema daje relaciju izme�u Bixopovog i Freneovog repera, kao i re-
laciju izme�u odgovaraju�ih funkcija krivine. Analogne relacije za druge vrste
krivih u prostoru E4

1, dobijene su u radovima [14, 22, 36].
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Teorema 3.3.2. Neka je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog E4
1

parametrizovana du�inom luka s, sa Freneovim krivinama κ1(s) ̸= 0, κ2(s) ̸= 0,
κ3(s) = 0 i Bixopovim krivinama σ1(s), σ2(s) i σ3(s).

(i) Tada su Bixopove krivine krive α su oblika

σ1(s) = κ2(s) cos θ(s),

σ2(s) = κ2(s) sin θ(s),(3.3.10)

σ3(s) =
κ2(s)

θ′(s)

(κ1(s)− θ′(s)

κ2(s)

)′
,

pri qemu funkcija θ(s) ̸= constant zadovo	ava nelinearnu diferencijalnu jedna-
qinu tre�eg reda

(3.3.11)
( 1

θ′(s)

(κ1(s)− θ′(s)

κ2(s)

)′)′
=
θ′ 2(s)− κ21(s)

2κ2(s)
− κ2(s)

2θ′ 2(s)

(κ1(s)− θ′(s)

κ2(s)

)′ 2
;

(ii) Relacija izme�u Bixopovog i Freneovog repera glasi

N0 = − sin θT − cos θN +
[
sin θ

(θ′ − κ1
κ2

)
− cos θ

( 1
θ′

(κ1 − θ′

κ2

)′)]
B2,

N1 = cos θT − sin θN −
[
cos θ

(θ′ − κ1
κ2

)
+ sin θ

( 1
θ′

(κ1 − θ′

κ2

)′)]
B2,

N2 =
(θ′ − κ1

κ2

)
T +

1

θ′

(θ′ − κ1
κ2

)′
N +B1 −

1

2

[(θ′ − κ1
κ2

)2
+
( 1
θ′

(θ′ − κ1
κ2

)′)2]
B2,

N3 = B2.

Dokaz. Pretpostavimo da je {N0, N1, N2, N3} Bixopov reper parcijalno nul krive
α parametrizovane du�inom luka s. Diferencira�em jednaqine N3 = B2 po s i
primenom relacija (3.3.2) i (3.3.6), nalazimo da je

N ′
3 = B′

2 = σ1N0 + σ2N1 + σ3N3 = −κ2N.

Odavde je

(3.3.12) N = −σ1
κ2
N0 −

σ2
κ2
N1 −

σ3
κ2
N3.

Primenom uslova ⟨N,N⟩ = 1 i relacija (3.3.3) i (3.3.12), dobijamo da je

(3.3.13) σ2
1 + σ2

2 = κ22.

Mo�emo pretpostaviti da je

(3.3.14) σ1 = κ2 cos θ, σ2 = κ2 sin θ,

gde je θ proizvo	na diferencijabilna funkcija po s. Sada �emo posebno razmotriti
mogu�e sluqajeve (A) θ(s) = θ0 ∈ R i (B) θ(s) ̸= constant.

(A) θ(s) = θ0 ∈ R.
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Pomo�u relacija θ(s) = θ0, (3.3.12) i (3.3.14), dobijamo da je

(3.3.15) N = − cos θ0N0 − sin θ0N1 −
σ3
k2
N3.

Tangentno vektorsko po	e T mo�emo napisati u obliku

(3.3.16) T = λN0 + µN1 + νN2 + ωN3,

pri qemu su λ, µ, ν i ω proizvo	ne diferencijabilne funkcije po s. Relacije
(3.3.15), (3.3.16) i uslovi ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨T,N⟩ = ⟨T,B2⟩ = 0 daju

(3.3.17) ν = 0, −λ cos θ0 − µ sin θ0 = 0, λ2 + µ2 = 1.

Rexe�e prethodnog sistema jednaqina glasi

(3.3.18) λ = − sin θ0, µ = cos θ0.

Zamenom (3.3.18) i ν = 0 u (3.3.16), dobijamo da je

(3.3.19) T = − sin θ0N0 + cos θ0N1 + ωN3.

Na osnovu relacija (3.3.2) i (3.3.15) sledi

(3.3.20) T ′ = κ1N = −κ1
(
cos θ0N0 + sin θ0N1 +

σ3
κ2
N3

)
.

S druge strane, diferencira�em relacije (3.3.19) po s i primenom relacija (3.3.6),
(3.3.14) i (3.3.20), nalazimo da je

(3.3.21) T ′ = ωκ2 cos θ0N0 + ωκ2 sin θ0N1 + (ω′ + ωσ3)N3.

Pomo�u relacija (3.3.20) i (3.3.21), dobijamo da je

(3.3.22) ω = −κ1
κ2
, −

(κ1
κ2

)′
− κ1
κ2
σ3 = −κ1

κ2
σ3,

Prethodna relacija implicira

(3.3.23)
κ1
κ2

= constant

xto je kontradikcija, jer Freneove krivine κ1 i κ2 krive α ne zadovo	avaju relaciju
(3.3.23) u opxtem sluqaju.

(B) θ(s) ̸= constant.

Zamenom relacije (3.3.14) u relaciji (3.3.12), dobijamo da je

(3.3.24) N = − cos θN0 − sin θN1 −
σ3
k2
N3.

Pomo�u relacija (3.3.2) i (3.3.24), nalazimo da je

(3.3.25) T ′ = κ1N = −κ1(cos θN0 + sin θN1 +
σ3
k2
N3).
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Diferencira�em relacije (3.3.24) po s dobijamo da je

(3.3.26) N ′ = (θ′ sin θ − σ3 cos θ)N0 − (θ′ cos θ + σ3 sin θ)N1 + κ2N2 −
((σ3

κ2

)′
+
σ2
3

κ2

)
N3.

Na osnovu relacije (3.3.2), imamo da je

(3.3.27) N ′ = −κ1T + κ2B1.

Sada relacije (3.3.1), (3.3.3), (3.3.26) i (3.3.27) impliciraju da je

⟨N ′, N ′⟩ = κ21 = θ′ 2 − σ2
3 − 2κ2

(σ3
κ2

)′
.

Otuda je

(3.3.28)
(σ3
κ2

)′
=

1

2κ2
(θ′ 2 − κ21 − σ2

3).

Pomo�u uslova ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨T,N⟩ = 0, ⟨T,B2⟩ = 0 i relacije (3.3.24), nalazimo da je

(3.3.29) T = − sin θN0 + cos θN1 + dN3,

gde je d proizvo	na diferencijabilna funkcija po s. Diferencira�em relacije
(3.3.29) po s i primenom (3.3.14), dobijamo

(3.3.30) T ′ = (−θ′ cos θ + dκ2 cos θ)N0 + (−θ′ sin θ + dκ2 sin θ)N1 + (d′ + dσ3)N3.

Sada na osnovu relacija (3.3.25) i (3.3.30), nalazimo da je

(3.3.31) d =
θ′ − k1
k2

, d′ + dσ3 = −κ1
κ2
σ3.

Dakle, tre�a Bixopova krivina krive α se mo�e napisati u obliku

(3.3.32) σ3 =
κ2
θ′

(κ1 − θ′

κ2

)′
.

Na osnovu relacija (3.3.14) i (3.3.32) sledi da va�i relacija (3.3.10). Zamenom re-
lacije (3.3.32) u relaciji (3.3.28), dobijamo nelinearnu diferencijalnu jednaqinu
(3.3.11), qime je tvr�e�e (i) dokazano.

Da bismo dokazali tvr�e�e (ii), pomno�i�emo relaciju (3.3.29) sa − sin θ i rela-
ciju (3.3.24) sa − cos θ. Sabira�em dobijenih jednaqina i primenom relacija (3.3.31)
i (3.3.32), nalazimo da je

(3.3.33) N0 = − sin θT − cos θN +
[
sin θ

(θ′ − κ1
κ2

)
− cos θ

( 1
θ′

(κ1 − θ′

κ2

)′)]
B2.

Analogno, mno�e�em relacije (3.3.29) sa cos θ, relacije (3.3.24) sa − sin θ i sabira-
�em dobijenih jednaqina, sledi da je

(3.3.34) N1 = cos θT − sin θN −
[
cos θ

(θ′ − κ1
κ2

)
+ sin θ

( 1
θ′

(κ1 − θ′

κ2

)′)]
B2.
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Zamenom relacija (3.3.33) i (3.3.34) u relaciji (3.3.26) i primenom relacije (3.3.27),
dobijamo da je

N2 =
(θ′ − κ1

κ2

)
T +

1

θ′

(θ′ − κ1
κ2

)′
N +B1 −

1

2

[(θ′ − κ1
κ2

)2
+
( 1
θ′

(θ′ − κ1
κ2

)′)2]
B2.

Posled�a relacija zajedno sa relacijama (3.3.33) i (3.3.34) daje relaciju izme�u
Bixopovog i Freneovog repera, qime je tvr�e�e (ii) dokazano.

Prema teoremi 3.3.2, svako partikularno rexe�e nelinearne diferencijalne jed-
naqine (3.3.11) odre�uje Bixopov reper i Bixopove krivine parcijalno nul krive α.
Jednostavnim raqunom se mo�e proveriti da je θ(s) =

∫
κ1(s) ds jedno partikularno

rexe�e te jednaqine, gde je k1(s) prva Freneova krivina krive α. U opxtem sluqaju,
sva tri partikularna rexe�a se ne mogu eksplicitno izraziti. U narednoj teore-
mi �emo dokazati da se Freneov reper krive α mo�e dobiti rotacijom Bixopovog
repera koji odgovara partikularnom rexe�u θ(s) =

∫
k1(s) ds.

Teorema 3.3.3. Freneov reper parcijalno nul krive α u prostor-vremenu Minkov-
skog E4

1 sa Freneovim krivinama κ1(s) ̸= 0, κ2(s) ̸= 0, κ3(s) = 0, mo�e se dobiti
rotacijom Bixopovog repera koji odgovara partikularnom rexe�u θ(s) =

∫
k1(s)ds

diferencijalne jednaqine (3.3.11), oko vremenske ravni span{N2, N3} za hiperboli-
qki ugao ω(s) = −θ(s)− 90◦.

Dokaz. Pretpostavimo da je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkov-
skog E4

1 sa Freneovim krivinama κ1(s) ̸= 0, κ2(s) ̸= 0 i κ3(s) = 0. Zamenom partiku-
larnog rexe�a θ(s) =

∫
k1(s) ds u relaciji izme�u Bixopovog i Freneovog repera

datoj u teoremi 3.3.2, dobijamo da Bixopov reper krive α glasi

N0 = − sin θT − cos θN,

N1 = cos θT − sin θN,(3.3.35)

N2 = B1,

N3 = B2.

Na osnovu prethodne relacije imamo da je

T = − sin θN0 + cos θN1,

N = − cos θN0 − sin θN1,(3.3.36)

B1 = N2,

B2 = N3.

Dakle, Freneov reper se mo�e dobiti rotacijom Bixopovog repera oko vremenske
ravni span{N2, N3} za hiperboliqki ugao ω(s) = −θ(s)− 90◦.

Primer 3.3.1. Uoqimo parcijalno nul helisu α u prostor-vremenu Minkovskog E4
1

sa parametarskom jednaqinom

α(s) = (sin(s) + cos(s)− 2s, sin(s) + cos(s)− 2s, cos(s), sin(s)).
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�ene Freneove krivine glase

(3.3.37) κ1(s) = 1, κ2(s) = −2, κ3(s) = 0,

a Freneov reper je oblika

T (s) = (cos(s)− sin(s)− 2, cos(s)− sin(s)− 2,− sin(s), cos(s)),

N(s) = (− sin(s)− cos(s),− sin(s)− cos(s),− cos(s),− sin(s)),

B1(s) = (1, 1, 0, 0),

B2(s) = (2 cos(s)− 2 sin(s)− 7

2
, 2 cos(s)− 2 sin(s)− 5

2
,−2 sin(s)− 1, 2 cos(s)− 1).

Zamenom (3.3.37) u (3.3.11), dobijamo nelinearnu diferencijalnu jednaqinu tre�eg
reda

(3.3.38) −2θ′θ′′′ + 3θ′′ 2 − θ′ 2(θ′ 2 − 1) = 0.

Uvo�e�em smene θ′(s) = t(s), gde je t(s) proizvo	na diferencijabilna funkcija,
prethodna diferencijalna jednaqina se svodi na diferencijalnu jednaqinu

−2tt′′ + 3t′ 2 − t2(t2 − 1) = 0.

Uvo�e�em nove smene t′(s) = p(s), gde je p(s) proizvo	na diferencijabilna funk-
cija, posled�a diferencijalna jednaqina se svodi na Bernulijevu diferencijalnu
jednaqinu prvog reda, a zatim na linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda.
Jednostavnim raqunom dobijamo da diferencijalna jednaqina (3.3.38) ima tri par-
tikularna rexe�a θ(s) = s, θ(s) = −s i

(3.3.39) θ(s) = 2 arctan
(√

5 tan(
s

2
)− 2

)
.

Pomo�u relacija θ(s) = −s, (3.3.10) i (3.3.37), nalazimo da su Bixopove krivine
krive α oblika

σ1(s) = −2 cos(s), σ2(s) = 2 sin(s), σ3(s) = 0.

Prema tome, Bixopov reper koji odgovara partikularnom rexe�u θ(s) = −s, glasi

N0(s) = sin(s)T (s)− cos(s)N(s)− sin(s)B2(s),

N1(s) = cos(s)T (s) + sin(s)N(s)− cos(s)B2(s),(3.3.40)

N2(s) = T (s) +B1(s)−
1

2
B2(s),

N3(s) = B2(s).

Zamenom drugog partikularnog rexe�a θ(s) = s u relaciji (3.3.10) i primenom
(3.3.37), dobijamo Bixopove krivine

σ1(s) = −2 cos s, σ2(s) = −2 sin s, σ3(s) = 0.

43



U ovom sluqaju, Bixopov reper

N0(s) = − sin(s)T (s)− cos(s)N(s),

N1(s) = cos(s)T (s)− sin(s)N(s),(3.3.41)

N2(s) = B1(s),

N3(s) = B2(s),

koji odgovara partikularnom rexe�u θ(s) = s, je dobijen rotacijom Freneovog repe-
ra oko vremenske ravni span{B1, B2}. Zamenom tre�eg partikularnog rexe�a (3.3.39)
u relaciji (3.3.10) i primenom (3.3.37), nalazimo da su Bixopove krivine krive α
oblika

σ1(s) = −2 cos(2 arctan(
√
5 tan(

s

2
)− 2)),

σ2(s) = −2 sin(2 arctan(
√
5 tan(

s

2
)− 2)),

σ3(s) =
2 cos s

2 sin s−
√
5
.

U ovom sluqaju, Bixopov reper krive α glasi

N0 = − sin θT − cos θN +
[
sin θ

(1− θ′

2

)
− cos θ

( 1
θ′

(θ′ − 1

2

)′)]
B2,

N1 = cos θT − sin θN −
[
cos θ

(1− θ′

2

)
+ sin θ

( 1
θ′

(θ′ − 1

2

)′)]
B2,

N2 =
(
1− θ′

2

)
T +

1

θ′

(1− θ′

2

)′
N +B1 −

1

2

[(1− θ′

2

)2
+
( 1
θ′

(1− θ′

2

)′)2]
B2,

N3 = B2

pri qemu je funkcija θ(s) data relacijom (3.3.39). Sva tri dobijena Bixopova repera
zadovo	avaju jednaqine (3.3.6), xto se mo�e neposredno proveriti.

3.4 Svetlosna hiperpovrx i svetlosna fokalna povrx

Svetlosne hiperpovrxi u prostoru Minkovskog En
1 su hiperpovrxi sa pozitivno

semi-definitnom prvom fundamentalnom formom. One su tangentne na svetlosni
konus u svakoj regularnoj taqki i predstav	aju modele za razliqite vrste horizona-
ta u teoriji kvantne gravitacije. �ihovi singulariteti, tj. kritiqne vrednosti
du� prostorne podmnogostrukosti, klasifikovani su u referencama [44, 45]. Skup
svih singularnih taqaka na svetlosnoj hiperpovrxi du� �ene prostorne podmno-
gostrukosti, naziva se svetlosni fokalni skup. U referenci [45] su prouqavane
svetlosne hiperpovrxi i svetlosne fokalne povrxi du� prostorne krive sa ne-
nul glavnom normalom u prostor-vremenu Minkovskog E4

1. U ovom poglav	u �emo
opisati svetlosne hiperpovrxi i svetlosne fokalne povrxi du� parcijalno nul
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krive u prostor-vremenu Minkovskog E4
1 koriste�i �en Bixopov reper dobijen ro-

tacijom Freneovog repera. Tako�e �emo dokazati da svetlosna fokalna povrx du�
parcijalno nul helise nema singularnih taqaka.

U radu [45] je dokazano da je slika svetlosne hiperpovrxi du� prostorne krive
γ nezavisna od izbora jedniniqnog normalnog vremenskog vektorskog po	a usmerenog
ka budu�nosti du� te krive. Analogna osobina va�i za sliku svetlosne hiperpo-
vrxi du� parcijalno nul krive. U tom ci	u, uoqimo jediniqno normalno vremensko
vektorsko po	e du� parcijalno nul krive α, usmereno ka budu�nosti

(3.4.1) nT =

√
2

2
(B1 −B2),

gde su B1 i B2 vektorska po	a prve i druge binormale. Oznaqimo sa

α⊥ = {V ∈ E4
1 | ⟨α′, V ⟩ = 0}

3-dimenzioni pseudo-normalni prostor krive α. Dvodimenziona jediniqna pseudo-
sfera u odnosu na nT je data izrazom

N1(α)p[n
T ] = {ξ ∈ α⊥ | ⟨ξ, nT (p)⟩ = 0, ⟨ξ, ξ⟩ = 1}.

Gausova slika pseudosfere N1(α)p[n
T ] na svetlosnom konusu, ima parametrizaciju

oblika

(3.4.2) LG[nT ](s, ϕ) = nT (s) + cosϕN(s) +

√
2

2
sinϕ(B1(s) +B2(s)).

Parametrizacija svetlosne hiperpovrxi

LHα(n
T ) : N1(α)p[n

T ]× R → E4
1

du� prostorne krive α u odnosu na nT , glasi ([45])

(3.4.3) LHα((s, ϕ), t) = α(s) + tLG[nT ](s, ϕ).

U slede�oj teoremi �emo dobiti parametrizaciju svetlosne hiperpovrxi du�
parcijalno nul krive u terminima vektorskih po	a Bixopovog vektora koji se do-
bija rotacijom Freneovog repera.

Teorema 3.4.1. Neka je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog E4
1

sa Bixopovim reperom (3.3.35). Tada svetlosna hiperpovrx du� krive α ima para-
metrizaciju oblika

LHα((s, ϕ), t) = α(s) + t
[
− cosϕ cos θN0(s)− cosϕ sin θN1(s)

+

√
2

2
(1 + sinϕ)N2(s) +

√
2

2
(sinϕ− 1)N3(s)

]
,(3.4.4)

pri qemu je θ(s) =
∫
κ1(s) ds i κ1(s) prva Freneova krivina krive α.
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Dokaz. Pomo�u relacija (3.4.1), (3.4.2) i (3.4.3), nalazimo da svetlosna hiperpo-
vrx du� parcijalno nul krive α u odnosu na nT ima parametrizaciju oblika

LHα((s, ϕ), t) = α(s) + t
[√2

2
(B1(s)−B2(s)) + cosϕN(s)

+

√
2

2
sinϕ(B1(s) +B2(s))

]
.(3.4.5)

Zamenom relacije (3.3.36) u relaciji (3.4.5), dobijamo parametrizaciju (3.4.4).

U nastavku �emo odrediti parametrizaciju svetlosne fokalne povrxi LFα du�
parcijalno nul krive α. Ta povrx predstav	a skup kritiqnih vrednosti svetlosne
hiperpovrxi LHα. U tom ci	u, najpre �emo definisati funkciju kvadrata Loren-
covog rastoja�a G : I × E4

1 → R du� parcijalno nul krive α na slede�i naqin:

G(p, λ) = G(s, λ) = ⟨α(s)− λ, α(s)− λ⟩,

pri qemu λ ∈ E4
1 i p = α(s).

U radu [45] je dokazano da diskriminantni skup reda 2 funkcije G(p, λ) du�
prostorne krive γ, definisan sa

D2
G = {λ ∈ R4

1 | ∃s ∈ I,G(s, λ) =
∂G

∂s
(s, λ) =

∂2G

∂s2
(s, λ) = 0}.

predstav	a svetlosnu fokalnu povrx LFγ. Za fiksno λ = λ0, uvedimo oznaku
G(p, λ0) = g(p). Izraqunava�em prvog i drugog izvoda funkcije g(p) po s, dobijamo

g′(p) = 2⟨α′(s), α(s)− λ0⟩,
g′′(p) = 2(⟨α′′(s), α(s)− λ0⟩+ 1).(3.4.6)

Pomo�u jednakosti (3.4.6) u narednoj teoremi �emo odrediti parametrizaciju
svetlosne fokalne povrxi du� parcijalno nul krive α.

Teorema 3.4.2. Neka je α parcijalno nul kriva u prostor-vremenu Minkovskog E4
1

sa Bixopovim reperom (3.3.35). Tada svetlosna fokalna povrx du� krive α ima
parametrizaciju oblika

LFα(s, ϕ) = α(s) +

√
2

2θ′ cosϕ
[−

√
2 cosϕ cos θN0(s)−

√
2 cosϕ sin θN1(s)(3.4.7)

+ (1 + sinϕ)N2(s) + (sinϕ− 1)N3(s)],

pri qemu je cosϕ ̸= 0 i θ′(s) = κ1(s) ̸= 0.

Dokaz. Neka je λ0 fiksna taqka na svetlosnoj hiperpovrxi sa parametrizacijom
(3.4.4). Tada je

λ0 = α(s) + t
[B1(s)−B2(s)√

2
+ cosϕN(s) + sinϕ

(B1(s) +B2(s)√
2

)]
.

Prethodna relacija daje

(3.4.8) α(s)− λ0 = −t
[B1(s)−B2(s)√

2
+ cosϕN(s) + sinϕ

(B1(s) +B2(s)√
2

)]
.
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Zamenom relacija (3.4.8) i α′′(s) = κ1(s)N(s) = θ′(s)N(s) u (3.4.6) i primenom
relacije (3.3.1), dobijamo

g′′(p) = 2(1− tθ′(s) cosϕ).

Prema tome, g′′(p) = 0 ako i samo ako je

(3.4.9) t =
1

θ′(s) cosϕ
,

gde je θ′(s) = κ1(s) ̸= 0 i cosϕ ̸= 0. Zamenom relacije (3.4.9) u relaciji (3.4.5)
dobijamo parametrizaciju svetlosne fokalne povrxi

LFα(s, ϕ) = α(s) +

√
2

2θ′(s) cosϕ
[B1(s)−B2(s) +

√
2 cosϕN(s) + sinϕ(B1(s) +B2(s))].

Zamenom relacije (3.3.36) u prethodnoj relaciji dobijamo parametrizaciju svetlosne
fokalne povrxi (3.4.7).

U referenci [45] je dokazano da diskriminantni skup reda 3 funkcije G(p, λ)
predstav	a skup singularnih taqaka svetlosne fokalne povrxi du� prostorne kri-
ve u prostoru E4

1. U slede�oj teoremi �emo analogno dokazati da svetlosna fokalna
povrx LFα(s, ϕ) du� parcijalno nul helise, nema skup singularnih taqaka.

Teorema 3.4.3. Neka je α parcijalno nul helisa u prostoru E4
1 sa Bixopovim re-

perom (3.3.35). Tada svetlosna fokalna povrx du� krive α nema skup singularnih
taqaka.

Dokaz. Pretpostavimo da je α parcijalno nul helisa. Diferencira�em relacije
(3.4.6) po s, nalazimo da je

g′′′(p) =

√
2κ2(s)(1− sinϕ)

cosϕ
,

gde je cosϕ ̸= 0. Tada je g′′′(p) = 0 ako i samo ako je sinϕ = 1. Prethodna jednakost
implicira cosϕ = 0, xto je kontradikcija.
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4 Uopxteni Darbuov reper krive u prostoru E3
1

Geometrijske osobine krive koja le�i na svetlosnoj povrxi u prostoru Minkov-
skog E3

1, mogu izraziti pomo�u �ene geodezijske krivine, normalne krivine i geode-
zijske torzije, koje su odre�ene vektorskim po	ima Darbuovog repera ([54, 70, 78]).
Poznato je da Darbuov reper ima k	uqnu ulogu u definisa�u specijalnih vrsta kri-
vih na povrxima ([60, 66, 41]). Osim toga, Darbuov reper ima i druge brojne primene,
na primer u karakterizaciji prostornih iskoxenih helisa tipa k ([70]) i pseudo-
sfernih Darbuovih slika krivih ([83, 84, 88]), u prouqava�u uopxtenih fokalnih
povrxi prostornih krivih ([55]), u dobija�u relacija izme�u pseudo-sfernih nor-
malnih Darbuovih slika prostornih krivih i svetlosnih povrxi du� tih krivih
([42]), itd.

U ovom poglav	u �emo pokazati da postoji opxtiji naqin da se definixe Dar-
buov reper krive na datoj povrxi u prostoru Minkovskog E3

1. Pritom �emo posma-
trati prostornu i pseudo nul krivu na svetlosnoj povrxi i nul Kartanovu krivu
na vremenskoj povrxi. U svakom od pomenutih sluqajeva, definisa�emo uopxte-
ni Darbuov reper krive koji se u posebnom sluqaju svodi na �en Darbuov reper.
Preciznije, definisa�emo uopxteni Darbuov reper prve vrste, qija su vektorska
po	a izra�ena pomo�u funkcija λ i µ, koje predstav	aju rexe�e odgovaraju�e Ri-
katijeve i linearne diferencijalne jednaqine prvog reda. Tako�e �emo definisati
uopxteni Darbuov reper druge vrste, koji se dobija rotacijom Darbuovog repera za
odgovaraju�i hiperboliqki ugao.

4.1 Uopxteni Darbuov reper prostorne krive

Svetlosne (nul, degenerativne) podmnogostrukosti predstav	aju matematiqke
modele nekih osnovnih pojmova u teoriji fizike, posebno u Ajnxtajnovoj opxtoj
teoriji relativnosti. Na primer, svetlosne podmnogostrukosti imaju va�nu ulogu
u ispitiva�u konaqnog, Koxijevog i Kruskalovog horizonta, a nul geodezijskim li-
nijama su ponekad predstav	ene puta�e qestica bez te�ine. Osnovna osobina nul
podmnogostrukosti koja ih razlikuje od semi-Rimanovih mnogostrukosti se ogleda
u tome da �ihov normalni snop seqe tangentni snop, pri qemu je indukovana me-
trika na podmnogostrukosti degenerativna ([20]). Neke karakterizacije svetlosnih
povrxi i hiperpovrxi mogu se na�i u referencama ([5, 40, 63]). Prostorne povrxi
imerzovane u nul hiperpovrxi su od znaqaja u kosmologiji i teoriji singulariteta
([76]).
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U ovom ode	ku �emo izlo�iti originalne rezultate disertacije koji su publiko-
vani u radu [16], a koji se odnose na definisa�e uopxtenog Darbuovog repera prve i
druge vrste prostorne krive α sa ne-nul glavnom normalom, koja le�i na svetlosnoj
povrxi u prostoru Minkovskog E3

1. U okviru pomenutih rezultata �emo uvesti kri-
vine krive α u odnosu na uopxteni Darbuov reper i pomo�u �ih dobiti jednaqine
repera. Pokaza�emo da takav reper postoji du� prostorne prave linije na prenosnoj
povrxi koja nije svetlosna, a koja sadr�i skup svetlosnih taqaka. Definisa�emo
svetlosne prenosne povrxi na kojima su tangentna i binormalna indikatrisa nul
Kartanove krive prostorne linije krivine i navesti odgovaraju�e primere.

U tom ci	u, prisetimo se da Freneov reper {T,N,B} prostorne krive α sa ne-nul
glavnom normalom u prostoru E3

1 zadovo	ava uslove ([81])

(4.1.1) ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨N,N⟩ = −⟨B,B⟩ = ϵ = ±1, ⟨T,N⟩ = ⟨T,B⟩ = ⟨N,B⟩ = 0,

(4.1.2) T ×N = −ϵB, N ×B = T, B × T = ϵN.

U ovom sluqaju, jednaqine Freneovog repera glase ([52])

(4.1.3)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 ϵκ 0
−κ 0 −ϵτ
0 −ϵτ 0

 T
N
B

 ,
gde su κ i τ krivina i torzija krive α, respektivno.

Prema definiciji, povrx u prostoru Minkovskog E3
1 je svetosna (nul, degenera-

tivna), ako je tangentna ravan u svakoj regularnoj taqki povrxi svetlosna ([20, 42]).
Posebno, taqka (u0, t0) na svetlosnoj povrxi sa parametrizacijom x(u, t) je regularna,
odnosno singularna, ako je xu × xt|(u0,t0) ̸= 0 odnosno xu × xt|(u0,t0) = 0.

Darbuov reper {T, ζ, η} prostorne krive α sa ne-nul glavnom normalom na svetlo-
snoj povrxi sa parametrizacijom x(u, t) je pseudo-ortonormirani reper koga qini
prostorno tangentno vektorsko po	e T = α′, nul normalno vektorsko po	e

η = xu × xt|α

i nul vektorsko po	e ζ tako da su zadovo	eni uslovi ([70])

(4.1.4) ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨η, η⟩ = ⟨ζ, ζ⟩ = ⟨T, ζ⟩ = ⟨T, η⟩ = 0, ⟨ζ, η⟩ = ϵ1 = ±1,

(4.1.5) T × ζ = ϵ1ζ, ζ × η = T, η × T = ϵ1η.

Stoga jednaqine Darbuovog repera glase ([70])

(4.1.6)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 ϵ1kn ϵ1kg
−kg ϵ1τg 0
−kn 0 −ϵ1τg

 T
ζ
η

 ,
gde su kn, kg i τg normalna krivina, geodezijska krivina i geodezijska torzija kri-
ve α redom. Kriva α se naziva geodezijska linija, asimptotska linija i linija
krivine, ako je redom kg(s) = 0, kn(s) = 0 i τg(s) = 0 redom za svako s.
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U ci	u kra�e formulacije, u svim definicijama i teoremama koje slede u ovom
ode	ku neka α oznaqava prostornu krivu parametrizovanu du�inom luka s sa ne-nul
glavnom normalom na svetlosnoj povrxi u prostoru Minkovskog E3

1. Kriva α mo�e
biti geodezijska, asimptotska ili linija krivine. Ako je α prava linija, na osnovu
relacija (4.1.3) i (4.1.6) sledi

T ′(s) = ϵ1knζ + ϵ1kgη = 0.

Otuda je kn(s) = kg(s) = 0. S druge strane, ako je κ(s) ̸= 0 za svako s, pomo�u relacija
(4.1.3) i (4.1.6) dobijamo da je

T ′ = ϵκN = ϵ1knζ + ϵ1kgη.

Prethodna jednakost i uslov ⟨N,N⟩ = ϵ = ±1 impliciraju da je

⟨T ′, T ′⟩ = ϵκ2 = 2ϵ1knkg ̸= 0.

Odavde je kn(s) ̸= 0 i kg(s) ̸= 0 za svako s, qime je dokazana slede�a teorema.

Teorema 4.1.1. Kriva α je geodezijska i asimptotska linija ako i samo ako je prava.

Da bismo pokazali da postoji opxtiji naqin da se uvede Darbuov reper du�
krive α, skalira�emo vektorsko po	e η, tj. nul normalno vektorsko po	e povrxi
du� krive α, tako da je

(4.1.7) η̃(s) = µ(s)η(s),

pri qemu je µ(s) ̸= 0 proizvo	na diferencijabilna funkcija. Pretpostavimo da
postoji novi reper {T̃ , ζ̃, η̃} krive α koji sadr�i vektorsko po	e η̃ dato relacijom
(4.1.7) i zadovo	ava uslove

(4.1.8) ⟨T̃ , T̃ ⟩ = 1, ⟨T̃ , ζ̃⟩ = ⟨T̃ , η̃⟩ = ⟨ζ̃ , ζ̃⟩ = ⟨η̃, η̃⟩ = 0, ⟨ζ̃ , η̃⟩ = ϵ2 = ±1,

(4.1.9) T̃ × ζ̃ = ϵ2ζ̃ , ζ̃ × η̃ = T̃ , η̃ × T̃ = ϵ2η̃.

Pseudo-ortonormirani reper {T̃ , ζ̃, η̃} krive α koji zadovo	ava uslove (4.1.7)-
(4.1.9) predstav	a uopxte�e �enog Darbuovog repera. Naime, postoje dva takva re-
pera, koje �emo uvesti narednim dvema definicijama.

Definicija 4.1.1. Uopxteni Darbuov reper prve vrste krive α je reper {T̃ , ζ̃, η̃}
oblika

(4.1.10)

T̃ (s) = T (s) + λ(s)η(s),

ζ̃(s) = −ϵ2
λ(s)

µ(s)
T (s) +

1

µ(s)
ζ(s)− ϵ2

λ2(s)

2µ(s)
η(s),

η̃(s) = µ(s)η(s),

gde je λ(s) ̸= 0 diferencijabilna funkcija koja zadovo	ava Rikatijevu diferenci-
jalnu jednaqinu

(4.1.11) 2ϵ2λ
′(s)− 2λ(s)τg(s) + ϵ2λ

2(s)kn(s) = 0,

a µ(s) ̸= 0 diferencijabilna funkcija koja zadovo	ava linearnu diferencijalnu
jednaqinu

(4.1.12) µ′(s) + µ(s)λ(s)kn(s) = 0.
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Definicija 4.1.2. Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α je reper {T̃ , ζ̃, η̃}
oblika

(4.1.13)

T̃ (s) = T (s),

ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s),

η̃(s) = µ0η(s),

gde je µ0 proizvo	an realan broj razliqit od nule.

Prema definicijama 4.1.1 i 4.1.2, uopxteni Darbuovi reperi (4.1.10) i (4.1.13)
nisu jedinstveni. Ako u relaciji (4.1.10) va�i λ(s) = 0 i µ(s) = 1 za svako s, xto
smo isk	uqili kao mogu�nost, vektorska po	a uopxtenog Darbuovog repera prve
vrste se poklapaju sa vektorskim po	ima Darbuovog repera {T, ζ, η}. Tako�e, ako u
relaciji (4.1.10) va�i λ(s) = 0 za svako s, xto smo tako�e isk	uqili kao mogu�nost,
uopxteni Darbuov reper prve vrste se poklapa sa uopxtenim Darbuovim reperom
druge vrste.

Narednom definicijom uvodimo krivine krive α u odnosu na �ene uopxtene
Darbuove repere prve i druge vrste.

Definicija 4.1.3. Neka je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper prve ili druge vrste
krive α. Krivine krive α date formulama

(4.1.14) k̃n = ⟨T̃ ′, η̃⟩, k̃g = ⟨T̃ ′, ζ̃⟩, τ̃g = ⟨ζ̃ ′, η̃⟩.

se nazivaju uopxtena normalna krivina, uopxtena geodezijska krivina i uopxtena
geodezijska torzija, redom.

Primenom relacije (4.1.14) dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 4.1.2. Ako kriva α ima uopxteni Darbuov reper {T̃ , ζ̃, η̃} dat relacijama
(4.1.10) ili (4.1.13), jednaqine repera glase

(4.1.15)

 T̃ ′

ζ̃ ′

η̃′

 =

 0 ϵ2k̃n ϵ2k̃g
−k̃g ϵ2τ̃g 0

−k̃n 0 −ϵ2τ̃g

 T̃

ζ̃
η̃

 .
Pomo�u definicija 4.1.1-4.1.3 i teoreme 4.1.2 �emo dobiti relaciju izme�u kri-

vina kg, kn, τg krive α u odnosu na Darbuov reper i krivina k̃g, k̃n i τ̃g u odnosu na
odgovaraju�i uopxteni Darbuov reper.

Teorema 4.1.3. Relacija izme�u krivina krive α u odnosu na Darbuov reper i
krivina u odnosu na uopxteni Darbuov reper {T̃ , ζ̃, η̃} dat relacijama (4.1.10) ili
(4.1.13), glasi

(4.1.16)

k̃n(s) = µ(s)kn(s),
τ̃g(s) = τg(s),

k̃g(s) =
1

µ(s)
kg(s),
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pri qemu funkcija µ(s) ̸= 0 zadovo	ava linearnu diferencijalnu jednaqinu (4.1.12)
ako je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper prve vrste, odnosno µ(s) ∈ R0 za svako s, ako
je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper druge vrste.

Dokaz. Pretpostavimo da je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper dat relacijom
(4.1.10). Diferencira�em relacije η̃ = µη po parametru du�ine luka s i prime-
nom relacije (4.1.6), nalazimo da je

(4.1.17) η̃′ = (−µkn)T + (µ′ − ϵ1µτg)η.

Prema relacijama (4.1.10) i (4.1.15), imamo da je

(4.1.18) η̃′ = −k̃nT̃ − ϵ2τ̃gη̃ = (−k̃n)T + (−λk̃n − ϵ2µτ̃g)η.

Relacije (4.1.17) i (4.1.18) daju

k̃n = µkn, τ̃g = −ϵ2λkn − ϵ2
µ′

µ
+ τg.

Kako funkcija µ zadovo	ava (4.1.12), sledi da je

τ̃g = τg.

Pomo�u (4.1.10) i (4.1.14) nalazimo da je

k̃g = ⟨T̃ ′, ζ̃⟩ = ⟨T ′ + λ′η + λη′,−ϵ2
λ

µ
T +

1

µ
ζ − ϵ2

λ2

2µ
η⟩.

Prethodna relacija zajedno sa (4.1.4) i (4.1.6) implicira da je

k̃g =
1

µ
kg + ϵ2

1

µ
λ′ − 1

µ
λτg + ϵ2

1

2µ
λ2kn,

Kako funkcija λ zadovo	ava Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu (4.1.11), na osno-
vu posled�e jednakosti dobijamo da je

k̃g =
1

µ
kg,

qime je dokazana relacija (4.1.16).

Pretpostavimo sada da je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper dat relacijom (4.1.13).
Primenom relacija (4.1.4) i (4.1.14) dobijamo relaciju (4.1.16), qime je teorema do-
kazana.

Na taj naqin, dobijamo novu karakterizaciju prostornih krivih sa ne-nul glav-
nom normalom, koje su geodezijske, asimptotske, ili linije krivine na svetlosnoj
povrxi.

Teorema 4.1.4. Kriva α je geodezijska linija, asimptotska linija, ili linija kri-
vine ako i samo ako je k̃g(s) = 0, k̃n(s) = 0, ili τ̃g(s) = 0 redom za svako s.
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U slede�im dvema teoremama dokaza�emo da vektorska po	a Kartanovog repera
nul Kartanove krive β odre�uju svetlosne prenosne povrxi na kojima su tangentna
i binormalna indikatrisa krive β prostorne linije krivine sa uopxtenom geode-
zijskom torzijom τ̃g(s) = 0 za svako s.

Teorema 4.1.5. Neka je β nul Kartanova kriva u prostoru E3
1 parametrizovana pa-

rametrom pseudo-du�ine luka s sa torzijom τβ(s) ̸= constant i Kartanovim reperom
{Tβ, Nβ, Bβ}. Tada je prenosna povrx M sa parametrizacijom

(4.1.19) x(s, t) = Tβ(s) + tBβ(s),

t ̸= 1
τβ(s)

, svetlosna povrx na kojoj je tangentna indikatrisa Tβ krive β prostorna

linija krivine sa uopxtenom geodezijskom torzijom τ̃g(s) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je β nul Kartanova kriva parametrizovana parame-
trom pseudo-du�ine luka s sa torzijom τβ(s) ̸= constant i Kartanovim reperom
{Tβ, Nβ, Bβ} koji zadovo	ava uslove

(4.1.20) ⟨Tβ, Tβ⟩ = ⟨Bβ, Bβ⟩ = ⟨Tβ, Nβ⟩ = ⟨Nβ, Bβ⟩ = 0,

(4.1.21) ⟨Nβ, Nβ⟩ = 1, ⟨Tβ, Bβ⟩ = ϵ0 = ±1,

(4.1.22) Tβ ×Nβ = ϵ0Tβ, Nβ ×Bβ = ϵ0Bβ, Bβ × Tβ = Nβ.

Uoqimo povrx M sa parametrizacijom (4.1.19). Parcijalnim diferencira�em re-
lacije (4.1.19) po s i t i primenom relacija (2.5.5) i (4.1.22), nalazimo da je normalno
vektorsko po	e povrxi oblika

(4.1.23) N(s, t) = xs × xt = ϵ0(1− tτβ(s))Bβ(s).

Pretpostavimo da je t ̸= 1
τβ(s)

. Tada je N(s, t) nul vektorsko po	e, pa je povrx M

svetlosna. Oznaqimo sa α = Tβ tangentnu indikatrisu krive β i sa {T, ζ, η} �en
Darbuov reper. Na osnovu relacija (2.5.5), (4.1.21) i (4.1.23) nalazimo da je

(4.1.24) T (s) = α′(s) = Nβ(s), ζ(s) = −ϵ0Tβ(s), η(s) = N(s, 0) = ϵ0Bβ(s).

Kako je
⟨Tβ, Bβ⟩ = ϵ0 = −⟨ζ, η⟩ = −ϵ1,

relacije (2.5.5) i (4.1.24) daju

T ′(s) = ϵ0(τβ(s)Tβ(s)−Bβ(s)).

Tada je ⟨T ′, T ′⟩ = −2ϵ0τβ ̸= 0, xto implicira da kriva α ima ne-nul glavnu normalu.
Primenom relacija (4.1.20) i (4.1.24), dobijamo da je

τg(s) = ⟨ζ ′(s), η(s)⟩ = −⟨Nβ, Bβ⟩ = 0.

Otuda je α prostorna linija krivine, pa na osnovu teoreme 4.1.4 sledi da α ima
uopxtenu geodezijsku torziju τ̃g(s) = 0.
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Teorema 4.1.6. Neka je β nul Kartanova helisa u prostoru E3
1 sa torzijom τβ(s) =

c0 ∈ R0 i Kartanovim reperom {Tβ, Nβ, Bβ}. Tada je prenosna povrx M sa parame-
trizacijom

(4.1.25) x(s, t) = Bβ(s) + tTβ(s),

t ̸= c0, svetlosna povrx na kojoj je binormalna indikatrisa Bβ krive β prostorna
linija krivine sa uopxtenom geodezijskom torzijom τ̃g(s) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je β nul Kartanova helisa parametrizovana parametrom
pseudo-du�ine luka s sa Kartanovim reperom {Tβ, Nβ, Bβ} i torzijom τβ(s) = c0 ∈ R0

za svako s. Posmatrajmo prenosnu povrx M sa parametrizacijom (4.1.25). Normalno
vektorsko po	e povrxi je oblika

N(s, t) = xs × xt = ϵ0(c0 − t)Tβ(s).

Neka je t ̸= c0. Tada je N(s, t) nul vektorsko po	e, xto implicira da je povrx M
svetlosna. Oznaqimo sa α = Bβ binormalnu indikatrisu krive β i sa {T, ζ, η} �en
Darbuov reper. Primenom relacije (2.5.5) nalazimo da je

(4.1.26) T = −sgn(c0)Nβ, ζ = −ϵ0
sgn(c0)

c0
Bβ, η = ϵ0c0Tβ.

Na osnovu relacija (2.5.5) i (4.1.26) sledi da je

T ′ = sgn(c0)ϵ0(Bβ − c0Tβ),

pa je
⟨T ′, T ′⟩ = −2ϵ0c0 ̸= 0.

Prema tome, prostorna kriva α ima ne-nul glavnu normalu. Pomo�u relacija (4.1.20)
i (4.1.26), nalazimo da je

τg(s) = ⟨ζ ′(s), η(s)⟩ = 0.

Otuda je α linija krivine, pa teorema 4.1.4 implicira da α ima uopxtenu geodezij-
sku torziju τ̃g(s) = 0.

U nastavku �emo na primerima odrediti uopxtene Darbuove repere prostornih
krivih sa ne-nul glavnom normalom na svetlosnim povrxima.

Primer 4.1.1. Posmatrajmo translacionu povrx M u prostoru E3
1 sa parametriza-

cijom (slika 4.1)
x(s, t) = α(s) + β(t),

gde je α(s) = (s, s
√
2, 7) prostorna prava linija i

β(t) =
1

4
(
√
2 sinh t− t2, (1−

√
2)t2, t2 − 2 sinh t),

s, t ∈ R. Normalno vektorsko po	e povrxi M glasi

N(s, t) = xs × xt = (cosh t− t)(

√
2

2
,
1

2
,−1

2
).
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Slika 4.1: Translaciona povrx M sa prostornom pravom linijom α

Poxto je xs × xt ̸= 0 i ⟨xs × xt, xs × xt⟩ = 0, povrx M je svetlosna.
Darbuov reper krive α(s) = x(s, 0) je oblika

T (s) = (1,
√
2, 0), ζ(s) = (

√
2, 1, 1), η(s) = xs × xt|α = (

√
2

2
,
1

2
,−1

2
).

Raqunskim putem nalazimo da je

(4.1.27) kg(s) = kn(s) = τg(s) = 0.

Zamenom relacije (4.1.27) u (4.1.11) i (4.1.12) dobijamo da je λ(s) = λ0 ∈ R0 i µ(s) =
µ0 ∈ R0. Na osnovu definicija 4.1.1 i 4.1.2 sledi da uopxteni Darbuovi reperi
krive α glase

T̃ = T + λ0η, ζ̃ = −λ0
µ0

T +
1

µ0

ζ − λ20
2µ0

η, η̃ = µ0η,

odnosno

T̃ = T, ζ̃ =
1

µ0

ζ, η̃ = µ0η.

Poxto su u oba sluqaja vektorska po	a T̃ , ζ̃ i η̃ konstantna, nalazimo da je

(4.1.28) k̃g(s) = k̃n(s) = τ̃g(s) = 0.

Na osnovu relacija (4.1.27) i (4.1.28) sledi da va�i teorema 4.1.4.

Primer 4.1.2. Neka jeM prenosna povrx u prostoru E3
1 sa parametrizacijom (slika

4.2)

x(s, t) = (s sinh s− cosh s, s cosh s− sinh s,
s2

2
) + t(sinh s, cosh s, s),
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s ∈ R, t ∈ R0. Normalno vektorsko po	e povrxi M je oblika

N(s, t) = xs × xt = (s+ t)(−s sinh s+ cosh s,−s cosh s+ sinh s, 1)

odakle je ⟨N(s, t), N(s, t)⟩ = s2(s+ t)2. Prema tome, N(s, t) je nul vektorsko po	e, ako
je s = 0 i t ̸= 0. Prema tome, povrx M nije svetlosna, ali sadr�i skup regularnih
taqaka x(0, t) u kojima je tangentna ravan svetlosna.

Slika 4.2: Prenosna povrx M sa prostornom pravom linijom β

Pomenuti skup taqaka pripada prostornoj pravoj liniji β(t) = x(0, t) = (−1, t, 0)
qiji Darbuov reper glasi

T (t) = (0, 1, 0) , ζ(t) =

(
− 1

2t
, 0,

1

2t

)
, η(t) = xs × xt|β = (t, 0, t) .

Otuda su krivine krive β oblika

(4.1.29) kg(t) = kn(t) = 0, τg(t) = −1

t
.

Zamenom relacije (4.1.29) u relacijama (4.1.11) i (4.1.12) i primenom relacije ϵ1 =
ϵ2 = 1, dobijamo da je

(4.1.30) λ(t) =
1

t
, µ(t) = µ0 ∈ R0.

Pomo�u relacija (4.1.10), (4.1.13) i (4.1.30) nalazimo da uopxteni Darbuovi reperi
prve i druge vrste krive β redom glase

T̃ (t) = (1, 1, 1), ζ̃(t) = (− 1

µ0t
,− 1

µ0t
, 0), η̃(t) = (µ0t, 0, µ0t),

T̃ (t) = (0, 1, 0), ζ̃(t) =
1

µ0

(− 1

2t
, 0,

1

2t
), η̃(t) = µ0(t, 0, t).
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Nije texko proveriti da su krivine krive β u odnosu na uopxteni Darbuov reper
prve i druge vrste oblika

(4.1.31) k̃g(t) = k̃n(t) = 0, τ̃g(t) = −1

t
,

pa na osnovu (4.1.29) i (4.1.31) sledi da va�i tvr�e�e teoreme 4.1.4.

Primer 4.1.3. Posmatrajmo svetlosni konus C u prostoru E3
1 sa parametrizacijom

(slika 4.3)
x(s, t) = tα(s),

gde je α(s) = (cosh s, sinh s, 1) prostorna kru�nica sa vremenskim vektorom glavne
normale, t ̸= 0 i s ∈ R. Normalno vektorsko po	e konusa glasi

N(s, t) = xs × xt = −tα(s).

Slika 4.3: Svetlosni konus C sa prostornom krivom α

Otuda Darbuov reper krive α glasi

T (s) = (sinh s, cosh s, 0),

ζ(s) =

(
1

2
cosh s,

1

2
sinh s,−1

2

)
,

η(s) = xs × xt|α = (− cosh s,− sinh s,−1) ,

pa su �ene krivine oblika

(4.1.32) kg(s) = −1

2
, kn(s) = 1, τg(s) = 0.

Poxto je ϵ1 = ϵ2 = 1, pomo�u (4.1.11), (4.1.12) i (4.1.32), nalazimo da je

λ(s) =
2

s
, µ(s) =

1

s2
.
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Zamenom prethodne relacije u (4.1.10), sledi da uopxteni Darbuov reper prve vrste
krive α glasi

(4.1.33) T̃ (s) = T (s) +
2

s
η(s), ζ̃(s) = −2sT (s) + s2ζ(s)− 2η(s), η̃(s) =

1

s2
η(s).

Pomo�u relacija (4.1.14) i (4.1.33), dobijamo

(4.1.34) k̃g(s) = −s
2

2
, k̃n(s) =

1

s2
, τ̃g(s) = 0.

Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α je oblika

(4.1.35) T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),

µ0 ∈ R0. Koriste�i (4.1.14) i (4.1.35), nalazimo da je

(4.1.36) k̃g(s) = − 1

2µ0

, k̃n(s) = µ0, τ̃g(s) = 0.

Prema tome, relacije (4.1.32), (4.1.34) i (4.1.36) impliciraju da va�i tvr�e�e teo-
reme 4.1.4.

Primer 4.1.4. Neka je β nul Kartanova kriva u prostoru E3
1 sa parametarskom

jednaqinom

β(s) =

(
s4

4
+

1

16
ln s,

s4

4
− 1

16
ln s,

s2

4

)
,

s ∈ R+. Raqunskim putem nalazimo da Kartanov reper krive β glasi

(4.1.37)

Tβ(s) =

(
s3 +

1

16s
, s3 − 1

16s
,
s

2

)
,

Nβ(s) = (3s2 − 1

16s2
, 3s2 +

1

16s2
,
1

2
),

Bβ(s) =

(
−9s

2
− 1

32s3
,−9s

2
+

1

32s3
,
3

4s

)
.

Pomo�u relacije (4.1.37) dobijamo da je torzija krive β oblika

τβ(s) = ⟨N ′
β(s), Bβ(s)⟩ =

3

2s2
.

Uoqimo prenosnu povrx M sa parametrizacijom (slika 4.4)

x(s, t) = Tβ(s) + tBβ(s),

s ∈ R+, t ∈ R. Tada je normalno vektorsko po	e povrxi oblika

N(s, t) = xs × xt =
2s2 − 3t

2s2
Bβ(s).
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Slika 4.4: Prenosna povrx M sa krivom Tβ

Pretpostavimo da je t ̸= 1
τβ(s)

= 2s2

3
. Tada je N(s, t) nul vektorsko po	e, pa je

M svetlosna povrx. Nije texko proveriti da je Tβ(s) prostorna kriva sa ne-nul
vektorskim po	em glavnih normala.
Darbuov reper krive Tβ glasi

T (s) =

(
3s2 − 1

16s2
, 3s2 +

1

16s2
,
1

2

)
,

ζ(s) = −
(
s3 +

1

16s
, s3 − 1

16s
,
s

2

)
,

η(s) =

(
−9s

2
− 1

32s3
,−9s

2
+

1

32s3
,
3

4s

)
,

pa su �ene krivine

(4.1.38) kg(s) = 1, kn(s) =
3

2s2
, τg(s) = 0.

Kako je ϵ1 = ϵ2 = −1, pomo�u relacija (4.1.11), (4.1.12) i (4.1.38) nalazimo da je

λ(s) = −4s

3
, µ(s) = s2.

Primenom (4.1.10) dobijamo da uopxteni Darbuov reper prve vrste krive Tβ glasi

T̃ (s) = T (s)− 4s

3
η(s),

ζ̃(s) = − 4

3s
T (s) +

1

s2
ζ(s) +

8

9
η(s),(4.1.39)

η̃(s) = s2η(s).

Pomo�u (4.1.14) i (4.1.39) nalazimo da su krivine krive Tβ oblika

(4.1.40) k̃g(s) =
1

s2
, k̃n(s) =

3

2
, τ̃g(s) = 0.
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Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive Tβ glasi

(4.1.41) T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),

µ0 ∈ R0. Primenom relacija (4.1.14) i (4.1.41), dobijamo da je

(4.1.42) k̃g(s) =
1

µ0

, k̃n(s) =
3µ0

2s2
, τ̃g(s) = 0.

Prema tome, na osnovu relacija (4.1.38), (4.1.40) i (4.1.42) sledi da va�i tvr�e�e
teoreme 4.1.5.

4.2 Uopxteni Darbuov reper pseudo nul krive

Pseudo nul kriva je prostorna kriva sa nul vektorskim po	em glavnih normala i
binormala. Kada takva kriva le�i na svetlosnoj povrxi, �ene geometrijske osobine
mogu se izraziti u terminima geodezijske i normalne krivine i geodezijske torzije,
koje su odre�ene �enim Darbuovim reperom ([54, 70, 78]). Posebne vrste pseudo nul
krivih na prostornim, vremenskim i svetlosnim povrxima u prostoru Minkovskog
E3

1, definisane u terminima vektorskog po	a Darbuovog repera, su pseudo nul is-
koxene helise tipa k i pseudo nul izofotne krive ([66, 70]). Poznato je da Freneov
i Darbuov reper pseudo nul krive imaju svoje ose rotacije - Darbuove vektore koji
zadovo	avaju odgovaraju�e relacije ([66]).

U ovom ode	ku �emo izlo�iti originalne rezultate disertacije publikovane u
radu [15], koji se odnose na definisa�e uopxtenog Darbuovog repera prve vrste i
uopxtenog Darbuovog repera druge vrste pseudo nul krive na svetlosnoj povrxi u
prostoru Minkovskog E3

1. Najpre �emo dokazati da je svaka pseudo nul kriva na sve-
tlosnoj povrxi geodezijska ili asimptotska linija. Zatim �emo izvesti jednaqine
uopxtenog Darbuovog repera pseudo nul krive i relacije izme�u �enih krivina u od-
nosu na Darbuov reper i krivina u odnosu na uopxteni Darbuov reper. Odredi�emo
parametarske jednaqine Darbuovog vektora Freneovog, Darbuovog i uopxtenog Dar-
buovog repera i na�i potrebne i dovo	ne uslove pri kojima pomenuti vektori imaju
isti pravac.

Prisetimo se da Freneov reper {T,N,B} pseudo nul krive α zadovo	ava uslove
([81])

(4.2.1) ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨N,N⟩ = ⟨B,B⟩ = 0, ⟨T,N⟩ = ⟨T,B⟩ = 0, ⟨N,B⟩ = ϵ = ±1,

(4.2.2) T ×N = ϵN, N ×B = T, B × T = ϵB.

Ovaj reper je pozitivno orijentisan, tj.

[T,N,B] = det(T,N,B) = 1.
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Jednaqine Freneovog repera su oblika

(4.2.3)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ 0
0 ϵτ 0

−ϵκ 0 −ϵτ

 T
N
B

 ,
gde je κ(s) = 1 krivina i τ(s) torzija krive α, respektivno. Kada je k(s) = 1 i
τ(s) = 0 za svako s, kriva α je pseudo nul kru�nica, a kada je k(s) = 1 i τ(s) =
constant ̸= 0 za svako s, kriva α je pseudo nul helisa.

Darbuov reper {T, ζ, η} pseudo nul krive α na svetlosnoj povrxi sa parametriza-
cijom x(u, t) je pseudo ortonormirani reper koji sadr�i tangentno vektorsko po	e
T = α′, nul vektorsko po	e

η = xu × xt|α
i nul vektorsko po	e ζ, tako da va�e uslovi ([70])

(4.2.4) ⟨T, T ⟩ = 1, ⟨η, η⟩ = ⟨ζ, ζ⟩ = ⟨T, ζ⟩ = ⟨T, η⟩ = 0, ⟨ζ, η⟩ = ϵ1 = ±1,

(4.2.5) T × ζ = ϵ1ζ, ζ × η = T, η × T = ϵ1η.

Definicija 4.2.1. ([70]) Geodezijska krivina, normalna krivina i geodezijska
torzija pseudo nul krive α na svetlosnoj povrxi u prostoru E3

1, redom su date
formulama

(4.2.6) kg = ⟨T ′, ζ⟩, kn = ⟨T ′, η⟩, τg = ⟨ζ ′, η⟩.

Definicija 4.2.2. ([70]) Pseudo nul kriva α na svetlosnoj povrxi u prostoru E3
1

se naziva geodezijska linija, asimptotska linija i linija krivine, ako je kg(s) = 0,
kn(s) = 0 i τg(s) = 0 redom za svako s.

Jednaqine Darbuovog repera pseudo nul krive α na svetlosnoj povrxi glase ([70])

(4.2.7)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 ϵ1kn ϵ1kg
−kg ϵ1τg 0
−kn 0 −ϵ1τg

 T
ζ
η

 .
Najpre �emo dokazati slede�u geometrijsku osobinu pseudo nul krivih.

Teorema 4.2.1. Svaka pseudo nul kriva koja le�i na svetlosnoj povrxi u prostoru
Minkovskog E3

1 je geodezijska ili asimptotska linija.

Dokaz. Pomo�u relacije T ′ = ϵ1(knζ+kgη) i uslova ⟨N,N⟩ = ⟨T ′, T ′⟩ = 0, dobijamo
kn(s)kg(s) = 0. Dakle, kg(s) = 0 i kn(s) ̸= 0, ili kn(s) = 0 i kg(s) ̸= 0. Ako je
kn(s) = kg(s) = 0, iz relacija (4.2.3) i (4.2.7) sledi N(s) = T ′(s) = 0. Me�utim, to je
kontradikcija, jer je N(s) nul vektor.

U svim definicijama, teoremama i posledicama koje slede, neka α oznaqava pse-
udo nul krivu parametrizovanu du�inom luka s koja le�i na svetlosnoj povrxi u
prostoru Minkovskog E3

1. Pomo�u jednaqina Freneovog i Darbuovog repera krive α
i prethodne teoreme, dobijamo slede�e dve posledice.
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Posledica 4.2.1. Ako je α geodezijska linija sa normalnom krivinom kn(s) ̸= 0,
jednaqine �enog Darbuovog repera glase

(4.2.8)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 ϵ1kn 0
0 ϵ1τg 0

−kn 0 −ϵ1τg

 T
ζ
η

 ,
pri qemu je

(4.2.9) T = T, N = ϵ1knζ, B =
ϵ1
kn
η,

a krivine krive α zadovo	avaju jednakost

(4.2.10) τ = ϵ1
k′n
kn

+ τg.

Posledica 4.2.2. Ako je α asimptotska linija sa geodezijskom krivinom kg(s) ̸= 0,
jednaqine �enog Darbuovog repera glase

(4.2.11)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 0 0 ϵ1kg
−kg ϵ1τg 0
0 0 −ϵ1τg

 T
ζ
η

 ,
pri qemu je

(4.2.12) T = T, N = ϵ1kgη, B = − ϵ1
kg
ζ,

a krivine krive α zadovo	avaju jednakost

(4.2.13) τ = −ϵ1
k′g
kg

+ τg.

Poxto je η nul vektorsko po	e, mo�emo ga skalirati proizvo	nom diferenci-
jabilnom funkcijom, qime �emo dobiti novi reper du� krive α.

Definicija 4.2.3. Uopxteni Darbuov reper prve vrste krive α je reper {T̃ , ζ̃, η̃}
oblika

(4.2.14)

T̃ (s) = T (s) + λ(s)η(s),

ζ̃(s) = −ϵ2
λ(s)

µ(s)
T (s) +

1

µ(s)
ζ(s)− ϵ2

λ2(s)

2µ(s)
η(s),

η̃(s) = µ(s)η(s),

gde su λ(s) ̸= 0 i µ(s) ̸= 0 diferencijabilne funkcije koje redom zadovo	avaju
Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu

(4.2.15) 2ϵ2λ
′(s)− 2λ(s)τg(s) + ϵ2λ

2(s)kn(s) = 0,

i linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda

(4.2.16) µ′(s) + µ(s)λ(s)kn(s) = 0.
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Tako�e �emo definisati jox jedan reper du� krive α koji predstav	a uopxte�e
�enog Darbuovog repera.

Definicija 4.2.4. Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α je reper {T̃ , ζ̃, η̃}
oblika

(4.2.17)

T̃ (s) = T (s),

ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s),

η̃(s) = µ0η(s),

gde je µ0 proizvo	an realan broj razliqit od nule.

Prema definicijama 4.2.3 i 4.2.4, uopxteni Darbuovi reperi (4.2.14) i (4.2.17)
nisu jedinstveni. Uvedeni uopxteni Darbuovi reperi zadovo	avaju uslove

(4.2.18) η̃(s) = µη,

(4.2.19) ⟨T̃ , T̃ ⟩ = 1, ⟨T̃ , ζ̃⟩ = ⟨T̃ , η̃⟩ = ⟨ζ̃ , ζ̃⟩ = ⟨η̃, η̃⟩ = 0, ⟨ζ̃ , η̃⟩ = ϵ2 = ±1,

(4.2.20) T̃ × ζ̃ = ϵ2ζ̃ , ζ̃ × η̃ = T̃ , η̃ × T̃ = ϵ2η̃,

U nastavku �emo definisati krivine krive α u odnosu na �en uopxteni Darbuov
reper prve i druge vrste.

Definicija 4.2.5. Krivine krive α date formulama

(4.2.21) k̃n = ⟨T̃ ′, η̃⟩, k̃g = ⟨T̃ ′, ζ̃⟩, τ̃g = ⟨ζ̃ ′, η̃⟩.

se nazivaju uopxtena normalna krivina, uopxtena geodezijska krivina i uopxtena
geodezijska torzija, redom.

Primenom relacije (4.2.21) se mo�e dokazati slede�a teorema, koja daje jednaqine
uopxtenog Darbuovog repera.

Teorema 4.2.2. Ako kriva α ima uopxteni Darbuov reper dat relacijom (4.2.14)
ili (4.2.17), jednaqine repera glase

(4.2.22)

 T̃ ′

ζ̃ ′

η̃′

 =

 0 ϵ2k̃n ϵ2k̃g
−k̃g ϵ2τ̃g 0

−k̃n 0 −ϵ2τ̃g

 T̃

ζ̃
η̃

 .
Pomo�u definicija 4.2.3-4.2.5 i teoreme 4.2.2 �emo odrediti relaciju izme�u

krivina kg, kn, τg krive α u odnosu na Darbuov reper i krivina k̃g, k̃n i τ̃g u odnosu na
uvedene repere, koja se mo�e dokazati analogno teoremi 4.1.3 iz prethodnog ode	ka.
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Teorema 4.2.3. Relacija izme�u krivina krive α u odnosu na Darbuov reper i
krivina u odnosu na uopxteni Darbuov reper {T̃ , ζ̃, η̃} dat relacijom (4.2.14) ili
(4.2.17), glasi

(4.2.23)

k̃n(s) = µ(s)kn(s),
τ̃g(s) = τg(s),

k̃g(s) =
1

µ(s)
kg(s),

pri qemu funkcija µ(s) ̸= 0 zadovo	ava linearnu diferencijalnu jednaqinu (4.2.16)
ako je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper prve vrste, odnosno µ(s) ∈ R0 za svako s, ako
je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper druge vrste.

Sada �emo dati interesantnu geometrijsku karakterizaciju pseudo nul geodezij-
skih linija, asimptotskih linija i linija krivine koje le�e na svetlosnoj povrxi.

Teorema 4.2.4. Kriva α je geodezijska linija, asimptotska linija i linija krivine
ako i samo ako je k̃g(s) = 0, k̃n(s) = 0 i τ̃g(s) = 0 redom za svako s.

U nastavku �emo izvesti parametarske jednaqine Darbuovog vektora Freneovog,
Darbuovog i uopxtenog Darbuovog repera krive α. Tako�e �emo odrediti potrebne
i dovo	ne uslove pod kojima pomenuti vektori imaju isti pravac. Oznaqimo sa D
Darbuov vektor Darbuovog repera. On zadovo	ava Darbuove jednaqine oblika

(4.2.24) T ′ = D × T, N ′ = D ×N, B′ = D ×B.

Pomo�u relacija (4.2.3) i (4.2.24), dobijamo da D ima parametarsku jednaqinu

(4.2.25) D(s) = τ(s)T (s)− ϵN(s),

gde je ϵ = ±1 = ⟨N,B⟩. Darbuovi vektori D̄ i D̃ Darbuovog i uopxtenog Darbuovog
repera redom zadovo	avaju Darbuove jednaqine oblika

(4.2.26) T ′ = D̄ × T, ζ ′ = D̄ × ζ, η′ = D̄ × η

i

(4.2.27) T̃ ′ = D̃ × T̃ , ζ̃ ′ = D̃ × ζ̃ , η̃′ = D̃ × η̃.

Relacije (4.2.5), (4.2.7), (4.2.20), (4.2.22), (4.2.26) i (4.2.27) daju

(4.2.28) D̄(s) = τg(s)T (s)− kn(s)ζ(s) + kg(s)η(s),

i

(4.2.29) D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s)− k̃n(s)ζ̃(s) + k̃g(s)η̃(s).

Odredi�emo potrebne i dovo	ne uslove pri kojima vektori D, D̄ i D̃ imaju isti
pravac. Prema teoremi 4.2.1, razmotri�emo posebno dva mogu�a sluqaja: (A) α je
geodezijska kriva i (B) α je asimptotska kriva.

(A) α je geodezijska kriva. Prema teoremi 4.2.3, imamo da je

kg(s) = k̃g(s) = 0, τg(s) = τ̃g(s), k̃n(s) = µ(s)kn(s).

Tada relacije (4.2.9), (4.2.25) i (4.2.28) impliciraju slede�u teoremu.
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Teorema 4.2.5. Darbuovi vektori D i D̄ Freneovog i Darbuovog repera redom geo-
dezijske krive α imaju isti pravac ako i samo ako je τ(s) = τg(s) za svako s.

Ako je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α, primenom relacije
(4.2.17) dobijamo

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s)− k̃n(s)ζ̃(s) = τg(s)T (s)− µ0kn(s)
1

µ0

ζ(s) = D̄(s).

Stoga va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 4.2.6. Darbuovi vektori D̃ i D̄ uopxtenog Darbuovog repera druge vrste
i Darbuovog repera redom geodezijske krive α su kolinearni.

Na osnovu relacija (4.2.10), (4.2.14), (4.2.15), (4.2.25) i (4.2.29), sledi da va�i
slede�a osobina.

Teorema 4.2.7. Darbuovi vektori D̃ i D uopxtenog Darbuovog repera prve vrste i
Freneovog repera redom geodezijske krive α imaju isti pravac ako i samo ako je

(4.2.30) τ(s) = −τg(s) = constant ̸= 0, λ(s) = −2ϵ2
τg(s)

kn(s)
.

(B) α je asimptotska kriva. Prema teoremi 4.2.3, va�e jednakosti

k̃g(s) =
1

µ(s)
kg(s), τg(s) = τ̃g(s), k̃n(s) = kn(s) = 0.

Primenom relacija (4.2.9), (4.2.25) i (4.2.28) dobijamo slede�u teoremu.

Teorema 4.2.8. Darbuovi vektori D i D̄ Freneovog i Darbuovog repera redom
asimptotske krive α imaju isti pravac ako i samo ako je τ(s) = τg(s).

Ako je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α, primenom relacije
(4.2.17) nalazimo da je

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s) + k̃g(s)η̃(s) = τg(s)T (s) +
1

µ0

kg(s)µ0η(s) = D̄(s).

Time je dokazana slede�a osobina.

Teorema 4.2.9. Darbuovi vektori D̃ i D̄ uopxtenog Darbuovog repera prve vrste i
Darbuovog repera redom asimptotske krive α su kolinearni.

Na osnovu relacija (4.2.14), (4.2.15), (4.2.25) i (4.2.29) sledi da va�i slede�e
tvr�e�e.

Teorema 4.2.10. Darbuovi vektori D̃ i D uopxtenog Darbuovog repera prve vrste
i Freneovog repera redom asimptotske krive α imaju isti pravac ako i samo ako je
τ(s) = τg(s) = 0 za svako s.
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Teoreme 4.2.8, 4.2.9 i 4.2.10 impliciraju slede�u posledicu.

Posledica 4.2.3. Jedine pseudo nul asimptotske krive na svetlosnoj povrxi u
prostoru E3

1, qiji Darbuovi vektori Freneovog, Darbuovog i uopxtenog Darbuovog
repera prve i druge vrste imaju isti pravac, su pseudo nul kru�nice.

U primerima koji slede odredi�emo parametarsku jednaqinu Darbuovog vektora
Freneovog, Darbuovog i uopxtenog Darbuovog repera i pokazati da pod odgovara-
ju�im uslovima pomenuti vektori imaju isti pravac.

Primer 4.2.1. Neka je M prenosna povrx u prostoru Minkovskog E3
1 sa parametar-

skom jednaqinom (slika 4.5)

x(s, t) = α(s) + tB(s),

gde je α(s) = (es, es, s) pseudo nul helisa sa vektorom binormale B(s), s, t ∈ R i t ̸= 1.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

1.0

1.5
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-0.5
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0.5

1.0

Slika 4.5: Pseudo nul helisa α na prenosnoj povrxi M

Freneov reper krive α je oblika

(4.2.31) T (s) = (es, es, 1), N(s) = (es, es, 0), B(s) = (−e
2s + 1

2es
,
1− e2s

2es
,−1),

pa krivina i torzija te krive glase

k(s) = 1, τ(s) = 1.

Poxto je T ×N = ϵN = N , sledi da je ϵ = 1. Normalno vektorsko po	e povrxi M
je oblika

U(s, t) = xs × xt = (t− 1)B(s).

Kako je t ̸= 1, U(s, t) je nul vektorsko po	e. Otuda je povrx M svetlosna. Raqunskim
putem nalazimo da Darbuov reper krive α glasi

(4.2.32) T (s) = α′(s), ζ(s) = −N(s), η(s) = xs × xt|α = −B(s),

pa su krivine krive α

(4.2.33) kg(s) = 0, kn(s) = −1, τg(s) = 1.
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Zamenom relacije (4.2.31) u relacijama (4.2.15) i (4.2.16) i primenom relacije ϵ2 =
ϵ1 = 1, dobijamo

(4.2.34) λ(s) = − 2es

es − 1
, µ(s) =

1

(1− es)2
.

Prema definiciji 4.2.3 sledi da α ima uopxteni Darbuov reper prve vrste obli-
ka

T̃ (s) = T (s)− 2es

es − 1
η(s),(4.2.35)

ζ̃(s) = 2es(es − 1)T (s) + (1− es)2ζ(s)− 2e2sη(s),(4.2.36)

η̃(s) =
1

(1− es)2
η(s).(4.2.37)

Sada na osnovu relacija (4.2.21), (4.2.35), (4.2.36) i (4.2.37) dobijamo da su krivine
krive α u odnosu na uopxteni Darbuov reper prve vrste

(4.2.38) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = − 1

(1− es)2
, τ̃g(s) = 1.

Prema definiciji 4.2.4 nalazimo da uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α
glasi

(4.2.39) T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),

µ0 ∈ R0. Primenom relacija (4.2.21), (4.2.35), (4.2.36) i (4.2.37), sledi da je

(4.2.40) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = −µ0, τ̃g(s) = 1.

Prema tome, relacije (4.2.33), (4.2.38) i (4.2.40) impliciraju da va�e tvr�e�a
teorema 4.2.3 i 4.2.4. Osim toga, pomo�u relacija (4.2.31), (4.2.32), (4.2.33), (4.2.39),
(4.2.40) i τ(s) = ϵ = 1 nalazimo da Darbuovi vektori D, D̄ i D̃ imaju parametarske
jednaqine

D(s) = τ(s)T (s)− ϵN(s) = (0, 0, 1),

D̄(s) = τg(s)T (s)− kn(s)ζ(s) = (0, 0, 1),

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s)− k̃n(s)ζ̃(s) = (0, 0, 1).

Dakle, va�e tvr�e�a teorema 4.2.5 i 4.2.6.

Primer 4.2.2. Neka je M prenosna povrx u prostoru Minkovskog E3
1 sa parametri-

zacijom (slika 4.6)
x(s, t) = α(s) + t(T (s) + 2N(s)),

gde je α(s) = ( s
2

2
, s

2

2
, s) pseudo nul kru�nica sa tangentnim vektorskim po	em T ,

vektorskim po	em glavnih normala N , s, t ∈ R i t ̸= 2.
Freneov reper krive α glasi

(4.2.41) T (s) = (s, s, 1), N(s) = (1, 1, 0), B(s) = (−1 + s2

2
,
1− s2

2
,−s),
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Slika 4.6: Pseudo nul kru�nica α na povrxi M

pa je

(4.2.42) k(s) = 1, τ(s) = 0.

Kako je T ×N = ϵN = N , sledi da je ϵ = 1. Normalno vektorsko po	e povrxi M je
oblika

U(s, t) = xs × xt = (2− t)N(s).

Poxto je po pretpostavci t ̸= 2, U(s, t) je nul vektorsko po	e. Otuda je M sve-
tlosna ravan sa parametarskom jednaqinom x1 = x2. Raqunskim putem dobijamo da
Darbuov reper krive α glasi

(4.2.43) T (s) = α′(s), ζ(s) = −1

2
B(s), η(s) = xs × xt|α = 2N(s).

Pomo�u relacije (4.2.6) nalazimo da je

(4.2.44) kg(s) = −1

2
, kn(s) = 0, τg(s) = 0.

Odavde sledi da je α asimptotska kriva i linija krivine. Zamenom relacije
(4.2.44) u relacijama (4.2.15) i (4.2.16) i primenom ϵ2 = ϵ1 = −1, dobijamo

(4.2.45) λ(s) = λ0 ∈ R0, µ(s) = µ0 ∈ R0.

Pomo�u definicije 4.2.3 i relacija (4.2.14) i (4.2.45) nalazimo da je uopxteni
Darbuov reper prve vrste krive α oblika

T̃ (s) = T (s) + λ0η(s),(4.2.46)

ζ̃(s) =
λ0
µ0

T (s) +
1

µ0

ζ(s) +
λ2

2µ0

η(s),(4.2.47)

η̃(s) = µ0η(s).(4.2.48)
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Primenom relacija (4.2.21), (4.2.46), (4.2.47) i (4.2.48) sledi da krivine krive α
u odnosu na uopxteni Darbuov reper prve vrste glase

(4.2.49) k̃g(s) = − 1

2µ0

, k̃n(s) = 0, τ̃g(s) = 0.

S druge strane, na osnovu definicije 4.2.4 nalazimo da je

(4.2.50) T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),

pa je

(4.2.51) k̃g(s) = − 1

2µ0

, k̃n(s) = 0, τ̃g(s) = 0.

Sada pomo�u relacija (4.2.44), (4.2.49) i (4.2.51) zak	uqujemo da va�e teoreme 4.2.3
i 4.2.4. Tako�e, relacije (4.2.41), (4.2.42), (4.2.46), (4.2.48) i (4.2.49) impliciraju da
Darbuovi vektori D i D̃ glase

D(s) = τ(s)T (s)− ϵN(s) = (−1,−1, 0),

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s) + k̃g(s)η̃(s) = (−1,−1, 0),

pa va�i tvr�e�e teoreme 4.2.10. Primenom relacija (4.2.41), (4.2.43), (4.2.44), (4.2.50)
i (4.2.51), dobijamo

D̄(s) = D̃(s) = (−1,−1, 0),

xto znaqi da va�i posledica 4.2.3.

Primer 4.2.3. Uoqimo prenosnu povrx M u prostoru Minkovskog E3
1 sa paramatri-

zacijom (slika 4.7)
x(s, t) = α(s) + tN(s),

pri qemu je

α(s) = (
s3

12
,
s3 + 12s

12
√
2
,
s3 − 12s

12
√
2

),

pseudo nul bazna kriva, N vektorsko po	e �enih glavnih normala, s, t ∈ R i s ̸= 0.
Raqunskim putem nalazimo da Freneov reper krive α glasi

T (s) = (
s2

4
,
s2 + 4

4
√
2
,
s2 − 4

4
√
2
),

N(s) = s(
1

2
,

1

2
√
2
,

1

2
√
2
),

B(s) = (
s3

16
+

1

s
,
s3

16
√
2
+
s
√
2

4
− 1

s
√
2
,
s3

16
√
2
− s

√
2

4
− 1

s
√
2
).

Otuda su krivine krive α oblika

k(s) = 1, τ(s) = −1

s
.
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Slika 4.7: Pseudo nul kriva α na povrxi M

Poxto je T ×N = ϵN = −N , imamo da je ϵ = −1. Normalno vektorsko po	e povrxi
M glasi

U(s, t) = xs × xt = −N(s).

Kako je s ̸= 0, U(s, t) je nul vektorsko po	e. Dakle, M je svetlosna prenosna povrx.
Darbuov reper du� krive α qine vektorska po	a

(4.2.52) T (s) = α′(s), ζ(s) = B(s), η(s) = xs × xt|α = −N(s).

Odavde primenom relacije (4.2.6) nalazimo da je

(4.2.53) kg(s) = −1, kn(s) = 0, τg(s) = −1

s
.

Prema tome, α je asimptotska linija. Pomo�u relacija (4.2.15), (4.2.16), (4.2.53) i
ϵ2 = ϵ1 = 1, dobijamo da je

(4.2.54) λ(s) = s, µ(s) = µ0 ∈ R0.

Na osnovu definicije 4.2.3 i relacija (4.2.14) i (4.2.54), sledi da je

T̃ (s) = T (s) + sη(s),

ζ̃(s) = − s

µ0

T (s) +
1

µ0

ζ(s)− s2

2µ0

η(s),

η̃(s) = µ0η(s).

Primenom posled�e relacije, nalazimo da je

(4.2.55) k̃g(s) = − 1

µ0

, k̃n(s) = 0, τ̃g(s) = −1

s
.

S druge strane, uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α glasi

(4.2.56) T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),
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pa su odgovaraju�e krivine oblika

(4.2.57) k̃g(s) = − 1

µ0

, k̃n(s) = 0, τ̃g(s) = −1

s
.

Na osnovu relacija (4.2.53), (4.2.55) i (4.2.57) zak	uqujemo da va�e teoreme 4.2.3
i 4.2.4. Osim toga, relacije (4.2.52), (4.2.53), (4.2.56) i (4.2.57) impliciraju da je

D̄(s) = τg(s)T (s) + kg(s)η(s) = (
s

4
,
s2 − 4

4s
√
2
,
s2 + 4

4s
√
2
),

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s) + k̃g(s)η̃(s) = (
s

4
,
s2 − 4

4s
√
2
,
s2 + 4

4s
√
2
),

xto znaqi da va�i tvr�e�e teoreme 4.2.9.

Primer 4.2.4. Uoqimo prenosnu povrx M u prostoru E3
1 sa parametarskom jedna-

qinom (slika 4.8)

x(s, t) = α(s) + t(−1

2
e6s − 1

8
e2s,−e

4s

2
,
1

8
e2s − 1

2
e6s),

gde je α(s) = (e2s, s, e2s) pseudo nul helisa, s, t ∈ R i t ̸= e−4s. Freneov reper krive
α je oblika

T (s) = (2e2s, 1, 2e2s),

N(s) = 4e2s(1, 0, 1),

B(s) = (
1

2
e2s +

1

8
e−2s,

1

2
,−1

8
e−2s +

1

2
e2s),

1.0
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Slika 4.8: Pseudo nul helisa α na povrxi M

pa �ene Freneove krivine glase

(4.2.58) k(s) = 1, τ(s) = −2.
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Poxto je T × N = ϵN = −N , dobijamo da je ϵ = −1. Normalno vektorsko po	e
povrxi M je oblika

U(s, t) = xs × xt = (1− te4s)η(s).

Kako je po pretpostavci t ̸= e−4s, U(s, t) je svetlosno vektorsko po	e, xto implicira
da je povrx M svetlosna. Raqunskim putem nalazimo da Darbuov reper du� krive
α glasi

T (s) = α′(s),

ζ(s) = −4e−2s(1, 0, 1),

η(s) = xs × xt|α = (−1

2
e6s − 1

8
e2s,−e

4s

2
,
1

8
e2s − 1

2
e6s),

pa su odgovaraju�e krivine

(4.2.59) kg(s) = 0, kn(s) = e4s, τg(s) = 2.

Prema tome, α je geodezijska linija. Pomo�u relacija (4.2.59), (4.2.15), (4.2.16) i
ϵ2 = ϵ1 = −1, dobijamo

(4.2.60) λ(s) =
4

e4s
, µ(s) = e−4s.

Primenom definicije 4.2.3, sledi da uopxteni Darbuov reper prve vrste krive
α qine vektorska po	a

T̃ (s) = T (s) +
4

e4s
η(s),(4.2.61)

ζ̃(s) = 4T (s) + e4sζ(s) +
8

e4s
η(s),(4.2.62)

η̃(s) = e−4sη(s).

Koriste�i prethodni reper i relaciju (4.2.21), dobijamo da je

(4.2.63) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = 1, τ̃g(s) = 2.

S druge strane, primenom definicije 4.2.4, sledi da uopxteni Darbuov reper druge
vrste krive α glasi

T̃ (s) = T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = µ0η(s),

gde µ0 ∈ R0. Otuda je

(4.2.64) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = µ0e
4s, τ̃g(s) = 2.

Na osnovu relacija (4.2.59), (4.2.63) i (4.2.64) zak	uqujemo da va�e tvr�e�a teorema
4.2.3 i 4.2.4. Tako�e, primenom relacija (4.2.25), (4.2.29), (4.2.58), (4.2.61) i (4.2.62),
sledi

D(s) = −2T (s) +N(s) = (0,−2, 0),

D̃(s) = τ̃g(s)T̃ (s)− k̃n(s)ζ̃(s) = (0,−2, 0).

Prema tome, va�i i teorema 4.2.7.
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4.3 Uopxteni Darbuov reper nul Kartanove krive

U ovom ode	ku �emo predstaviti originalne rezultate disertacije publikovane
u radovima [17] i [31]. U tim radovima su uvedene nul Kartanove normalne izofotne i
normalne siluetne krive na vremenskoj povrxi pomo�u uopxtenog Darbuovog repera
krive. U tom ci	u, prisetimo se da Kartanov reper nul Kartanove krive zadovo	ava
uslove

(4.3.1) ⟨T, T ⟩ = ⟨B,B⟩ = ⟨T,N⟩ = ⟨N,B⟩ = 0, ⟨N,N⟩ = 1, ⟨T,B⟩ = ϵ = ±1,

(4.3.2) T ×N = ϵT, N ×B = ϵB, B × T = N.

Kartanov reper nul Kartanove krive je pozitivno orijentisan, odnosno zadovo	ava
relaciju

det(T,N,B) = [T,N,B] = 1.

Prema tome, jednaqine Kartanovog repera glase ([81])

(4.3.3)

 T ′

N ′

B′

 =

 0 κ 0
ϵτ 0 −ϵκ
0 −τ 0

 T
N
B

 .
Geodezijska krivina, normalna krivina i geodezijska torzija nul Kartanove kri-

ve na vremenskoj povrxi su redom date formulama ([64])

(4.3.4) kg(s) = ⟨T ′(s), ζ(s)⟩, kn(s) = ⟨T ′(s), η(s)⟩, τg(s) = ⟨ζ ′(s), η(s)⟩,

pri qemu je {T, ζ, η} Darbuov reper krive. Ako je kg(s) = 0, kn(s) = 0 i τg(s) = 0
za svako s, nul Kartanova kriva se redom naziva geodezijska linija, asimptotska
linija i linija krivine.

Jednaqine Darbuovog repera nul Kartanove krive na vremenskoj povrxi glase
([64])

(4.3.5)

 T ′

ζ ′

η′

 =

 ϵ1kg 0 kn
0 −ϵ1kg τg

−ϵ1τg −ϵ1kn 0

 T
ζ
η

 .
Otuda je Darbuov vektor Darbuovog repera {T, ζ, η} nul Kartanove krive oblika

(4.3.6) D = τgT − knζ + kgη.

Najpre �emo dokazati slede�u teoremu koja se odnosi na normalnu krivinu nul
Kartanove krive.

Teorema 4.3.1. Nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru Minkovskog
E3

1 sa Kartanovim reperom {T,N,B} i Darbuovim reperom {T, ζ, η}, ima normalnu
krivinu kn(s) = −ϵϵ1, gde je ⟨T,B⟩ = ϵ i ⟨T, ζ⟩ = ϵ1.
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Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi. Po-
mo�u relacija (4.3.1), (4.3.3) i (4.3.5) nalazimo da je

⟨T ′, T ′⟩ = ⟨N,N⟩ = k2n = 1.

Relacije (4.3.1), (4.3.3) i (4.3.5) tako�e daju T
N
B

 =


1 0 0
ϵ1kg 0 kn

− ϵ

2
k2g ϵϵ1 −ϵϵ1

kg
kn


 T
ζ
η

 .
Poxto su Kartanov i Darbuov reper krive α pozitivno orijentisani, primenom
prethodne relacije dobijamo

[T,N,B] = [T, ϵ1kgT + knη,−
ϵ

2
k2gT + ϵϵ1ζ − ϵϵ1

kg
kn
η] = [T, knη, ϵϵ1ζ] = 1,

odakle je kn(s) = −ϵϵ1.

Posledica 4.3.1. Ne postoje nul Kartanove asimptotske krive na vremenskoj po-
vrxi u prostoru E3

1.

U definicijama i teoremama koje slede, sa α �emo oznaqiti nul Kartanovu krivu
parametrizovanu parametrom pseudo-du�ine luka s koja le�i na vremenskoj povrxi
sa Darbuovim reperom {T, ζ, η}. Razlikova�emo dva sluqaja, kada je uopxteni Dar-
buov reper krive α dobijen skalira�em nul tangentnog vektorskog po	a T - sluqaj
(A) i kada je dobijen skalira�em nul vektorskog po	a ζ - sluqaj (B).

Sluqaj (A). Poxto je T nul tangentno vektorsko po	e krive α, mo�emo ga skali-
rati proizvo	nom funkcijom, qime �emo dobiti novi reper du� krive ([17]).

Definicija 4.3.1. Uopxteni Darbuov reper prve vrste krive α je reper

(4.3.7)

T̃ (s) = µ(s)T (s),

ζ̃(s) = −ϵ1
λ(s)

µ(s)
η(s) +

1

µ(s)
ζ(s)− ϵ1

λ2(s)

2µ(s)
T (s),

η̃(s) = η(s) + λ(s)T (s),

gde su λ(s) ̸= 0 i µ(s) ̸= 0 diferencijabilne funkcije koje redom zadovo	avaju
Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu

(4.3.8) 2ϵ1λ
′(s) + 2λ(s)kg(s)− ϵ1λ

2(s)kn(s) = 0,

i linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda

(4.3.9) µ′(s)− µ(s)λ(s)kn(s) = 0.

Definicija 4.3.2. Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α je reper

(4.3.10)

T̃ (s) = µ0T (s),

ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s),

η̃(s) = η(s),

gde je µ0 proizvo	an realan broj razliqit od nule.
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Ako je λ(s) = 0 i µ(s) = 1 za svako s, vektorska po	a uopxtenog Darbuovog repera
(4.3.7) poklapaju se sa vektorskim po	ima Darbuovog repera {T, ζ, η}. Tako�e, ako je
λ(s) = 0 za svako s, uopxteni Darbuov reper prve vrste svodi se na uopxteni Darbu-
ov reper druge vrste. Napomenimo da se uopxteni Darbuov reper druge vrste krive
α dobija rotacijom Darbuovog repera {T, ζ, η} oko prostorne ose η za konstantan
hiperboliqki ugao θ = lnµ0, pri qemu µ0 ∈ R+.

Do na izometrije prostora E3
1, mo�emo pretpostaviti da su u nekoj taqki krive

α vektori T (s) i ζ(s) oblika

T (s) = (a1(s), a1(s), 0), ζ(s) = (−1

2
a1(s),

1

2
a1(s), 0),

pri qemu je a1(s) proizvo	na diferencijabilna funkcija. Primenom hiperboliqke
rotacije Rθ za hiperboliqki ugao θ oko prostorne ose η kolinearne sa vektorom
(0, 0, 1), dobijamo

Rθ(s)(T (s)) =

 cosh θ(s) sinh θ(s) 0
sinh θ(s) cosh θ(s) 0

0 0 1

 a1(s)
a1(s)
0

 = eθ(s)T (s) = T̃ (s) = µ0T (s),

Rθ(s)(ζ(s)) =

 cosh θ(s) sinh θ(s) 0
sinh θ(s) cosh θ(s) 0

0 0 1

 −1
2
a1(s)

1
2
a1(s)
0

 = e−θ(s)ζ(s) = ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s).

Odavde nalazimo da je θ(s) = lnµ0. Za µ0 = 1, sledi da je θ(s) = 0 za svako s, pa se u
tom sluqaju uopxteni Darbuov reper druge vrste poklapa sa Darbuovim reperom.

Posebno, ako je µ0 = −ω0 < 0, ω0 ∈ R+, uopxteni Darbuov reper druge vrste
se dobija rotacijom Darbuovog repera oko prostorne ose η za hiperboliqki ugao
θ(s) = lnω0, a zatim primenom refleksije u odnosu na prostornu osu η.

Mo�e se proveriti da uopxteni Darbuovi reperi prve i druge vrste krive α
zadovo	avaju uslove

(4.3.11) ⟨T̃ , T̃ ⟩ = ⟨ζ̃ , ζ̃⟩ = ⟨T̃ , η̃⟩ = ⟨ζ̃ , η̃⟩ = 0, ⟨η̃, η̃⟩ = 1, ⟨T̃ , ζ̃⟩ = ϵ1 = ±1,

(4.3.12) T̃ × ζ̃ = η̃, ζ̃ × η̃ = ϵ1ζ̃ , η̃ × T̃ = ϵ1T̃ ,

(4.3.13) det(T̃ , ζ̃, η̃) = [T̃ , ζ̃, η̃] = 1.

U nastavku �emo analogno ode	cima 4.3.1 i 4.3.2, definisati krivine krive α u
odnosu na �ene uopxtene Darbuove repere.

Definicija 4.3.3. Krivine krive α date formulama

(4.3.14) k̃n(s) = ⟨T̃ ′(s), η̃(s)⟩, k̃g(s) = ⟨T̃ ′(s), ζ̃(s)⟩, τ̃g(s) = ⟨ζ̃ ′(s), η̃(s)⟩,

se redom nazivaju uopxtena normalna krivina, uopxtena geodezijska krivina i
uopxtena geodezijska torzija.
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Primenom relacija (4.3.11) i (4.3.14) mo�e se dokazati slede�e tvr�e�e.

Teorema 4.3.2. Ako je uopxteni Darbuov reper krive α oblika (4.3.7) ili (4.3.10),
tada jednaqine repera glase

(4.3.15)

 T̃ ′

ζ̃ ′

η̃′

 =

 ϵ1k̃g 0 k̃n
0 −ϵ1k̃g τ̃g

−ϵ1τ̃g −ϵ1k̃n 0

 T̃

ζ̃
η̃

 .
U teoremi koja sledi, pomo�u definicija 4.3.2, 4.3.3 i teoreme 4.3.2 dobijaju se

relacije izme�u krivina kg, kn, τg i k̃g, k̃n i τ̃g.

Teorema 4.3.3. Krivine krive α u odnosu na Darbuov reper i �ene krivine u odnosu
na uopxtene Darbuove repere (4.3.7) i (4.3.10), zadovo	avaju jednakosti

(4.3.16)

k̃n(s) = µ(s)kn(s),

k̃g(s) = kg(s),

τ̃g(s) =
1

µ(s)
τg(s),

pri qemu funkcija µ(s) ̸= 0 zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu (4.3.9) ako je uo-
pxteni Darbuov reper dat relacijom (4.3.7), odnosno µ(s) = µ0 ∈ R0 ako je uopxteni
Darbuov reper dat relacijom (4.3.10).

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper prve vrste
krive α oblika (4.3.7). Diferencira�em relacije T̃ = µT po s i primenom relacije
(4.3.5), dobijamo

(4.3.17) T̃ ′ = (ϵ1µkg + µ′)T + µknη.

Pomo�u relacija (4.3.7) i (4.3.15), nalazimo

(4.3.18) T̃ ′ = ϵ1k̃gT̃ + k̃nη̃ = (ϵ1k̃gµ+ k̃nλ)T + k̃nη.

Relacije (4.3.17) i (4.3.18) daju

(4.3.19) k̃n = µkn, k̃g = −ϵ1λkn + ϵ1
µ′

µ
+ kg.

Diferencira�em relacije η̃ = η + λT po s i primenom (4.3.5), imamo da je

η̃′ = (λ′ + ϵ1λkg − ϵ1τg)T − ϵ1knζ + λknη.

Relacije (4.3.7) i (4.3.15) impliciraju

η̃′ = (−ϵ1τ̃gµ+ k̃n
λ2

2µ
)T − ϵ1k̃n

1

µ
ζ + k̃n

λ

µ
η.

Na osnovu posled�e dve relacije dobijamo

(4.3.20) τ̃g = −ϵ1
λ′

µ
+ ϵ1

λ2

2µ
kn −

1

µ
λkg +

1

µ
τg.
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Zamenom µ′ = µλkn u relaciji (4.3.19) i λ′ = λ2

2
kn − ϵ1λkg u relaciji (4.3.20), sledi

da va�i relacija (4.3.16).
Pretpostavimo sada da je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α

dat relacijom (4.3.10). Diferencira�em relacija η̃ = η i T̃ = µ0T po s i primenom
relacija (4.3.5) i (4.3.10), dobijamo

(4.3.21) −ϵ1τgT − ϵ1knζ = −ϵ1τ̃gµ0T − ϵ1k̃n
1

µ0

ζ, ϵ1k̃gT̃ + k̃nη̃ = µ0(ϵ1kgT + knη).

Tada relacija (4.3.21) implicira

k̃n = µ0kn, k̃g = kg, τ̃g =
1

µ0

τg,

qime je dokazana relacija (4.3.16).

Teorema 4.3.3 omogu�ava novu karakterizaciju nul Kartanovih geodezijskih krivih
i linija krivine na vremenskoj povrxi.

Posledica 4.3.2. Nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1 je

geodezijska linija i linija krivine ako i samo ako je redom k̃g(s) = 0 za svako s,
odnosno τ̃g(s) = 0 za svako s.

Primer 4.3.1. Uoqimo B-skrol u prostoru Minkovskog E3
1 sa parametrizacijom

(slika 4.9)
x(s, t) = α(s) + tB(s),

gde je α(s) = (s, sin s, cos s) nul Kartanova helisa, B vektorsko po	e �enih binorma-
la, s ∈ I ⊂ R, s > 0 i t ∈ R. Raqunskim putem nalazimo da Kartanov reper krive α
glasi

T (s) = (1, cos s,− sin s),

N(s) = (0,− sin s,− cos s),(4.3.22)

B(s) = (−1

2
,
1

2
cos s,−1

2
sin s).

Pomo�u relacija (4.3.2) i (4.3.22) sledi T ×N = ϵT = T , pa je ϵ = 1. Primenom
(3.2.1) i (4.3.22) dobijamo da su krivine krive α oblika

κ(s) = 1, τ(s) = −1

2
.

Jediniqno normalno vektorsko po	e B-skrola glasi

U(s, t) =
xs × xt

||xs × xt||
= −N(s) +

t

2
B(s).

Poxto je U(s, t) prostorno vektorsko po	e za svako s i t, B-skrol je vremenska
povrx . Darbuov reper krive α je oblika

T (s) = (1, cos s,− sin s),

ζ(s) = (−1

2
,
1

2
cos s,−1

2
sin s),(4.3.23)

η(s) = (0, sin s, cos s).
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Slika 4.9: Nul Kartanova helisa α na B-skrolu

Na osnovu relacija (2.8.12) i (4.3.23), sledi η × T = ϵ1T = T , odakle je ϵ1 = 1.
Relacije (4.3.4) i (4.3.23) daju

(4.3.24) kg(s) = 0, kn(s) = −1, τg(s) = −1

2
,

xto znaqi da je α geodezijska kriva. Zamenom relacije (4.3.24) u relacijama (4.3.8)
i (4.3.9) i pomo�u jednakosti ϵ1 = 1, dobijamo

(4.3.25) λ(s) =
2

s
, µ(s) =

1

s2
.

Prema definiciji 4.3.1, uopxteni Darbuov reper prve vrste krive α glasi

(4.3.26) T̃ (s) =
1

s2
T (s), ζ̃(s) = −2T (s) + s2ζ(s)− 2sη(s), η̃(s) =

2

s
T (s) + η(s).

Primenom relacija (4.3.14) i (4.3.26) imamo da je

(4.3.27) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = − 1

s2
, τ̃g(s) = −s

2

2
.

Na osnovu definicije 4.3.2, nalazimo da je

(4.3.28) T̃ (s) = µ0T (s), ζ̃(s) =
1

µ0

ζ(s), η̃(s) = η(s),

gde µ0 ∈ R0. Tada relacije (4.3.14) i (4.3.28) daju

(4.3.29) k̃g(s) = 0, k̃n(s) = −µ0, τ̃g(s) = − 1

2µ0

.

Prema tome, na osnovu (4.3.24), (4.3.27) i (4.3.29) zak	uqujemo da va�i teorema 4.3.3.
Kako je ϵ = ϵ1 = 1 i kn(s) = −1, tako�e va�i i tvr�e�e teoreme 4.3.1.

Sluqaj (B). Poxto je ζ nul vektorsko po	e, analogno sluqaju (A) ono se mo�e
skalirati proizvo	nom funkcijom i na taj naqin dobiti novi reper krive α ([31]).
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Definicija 4.3.4. Uopxteni Darbuov reper prve vrste krive α je reper

(4.3.30)
T̃ (s) =

1

µ(s)
T (s)− ϵ2

λ2(s)

2µ(s)
ζ(s)− ϵ2

λ(s)

µ(s)
η(s),

ζ̃(s) = µ(s)ζ(s),
η̃(s) = η(s) + λ(s)ζ(s),

gde su λ(s) ̸= 0 i µ(s) ̸= 0 diferencijabilne funkcije koje redom zadovo	avaju
Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu

(4.3.31) 2ϵ1λ
′(s)− 2λ(s)kg(s)− ϵ1λ

2(s)τg(s) = 0,

i linearnu diferencijalnu jednaqinu prvog reda

(4.3.32) µ′(s)− µ(s)λ(s)τg(s) = 0.

Definicija 4.3.5. Uopxteni Darbuov reper druge vrste krive α je reper

(4.3.33)

T̃ (s) =
1

µ0

T (s),

ζ̃(s) = µ0ζ(s),
η̃(s) = η(s),

gde je µ0 proizvo	an realan broj razliqit od nule.

Raqunskim putem se mo�e proveriti da uopxteni Darbuovi reperi prve i druge
vrste zadovo	avaju uslove

(4.3.34) ⟨T̃ , T̃ ⟩ = ⟨ζ̃ , ζ̃⟩ = ⟨T̃ , η̃⟩ = ⟨ζ̃ , η̃⟩ = 0, ⟨η̃, η̃⟩ = 1, ⟨T̃ , ζ̃⟩ = ϵ1 = ±1,

(4.3.35) T̃ × ζ̃ = η̃, ζ̃ × η̃ = ϵ1ζ̃ , η̃ × T̃ = ϵ1T̃ ,

(4.3.36) det(T̃ , ζ̃, η̃) = [T̃ , ζ̃, η̃] = 1,

Krivine krive α u odnosu na uopxtene Darbuove repere (4.3.30) i (4.3.33) se uvode
analogno sluqaju (A).

Definicija 4.3.6. Krivine krive α date relacijama

(4.3.37) k̃n(s) = ⟨T̃ ′(s), η̃(s)⟩, k̃g(s) = ⟨T̃ ′(s), ζ̃(s)⟩, τ̃g(s) = ⟨ζ̃ ′(s), η̃(s)⟩.

se redom nazivaju uopxtena normalna krivina, uopxtena geodezijska krivina i
uopxtena geodezijska torzija.

Pomo�u relacija (4.3.34) i (4.3.37), mo�e se dokazati slede�a teorema.
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Teorema 4.3.4. Ako je uopxteni Darbuov reper krive α oblika (4.3.30) ili (4.3.33),
jednaqine repera glase

(4.3.38)

 T̃ ′

ζ̃ ′

η̃′

 =

 ϵ1k̃g 0 k̃n
0 −ϵ1k̃g τ̃g

−ϵ1τ̃g −ϵ1k̃n 0

 T̃

ζ̃
η̃

 .
Slede�e tvr�e�e daje relacije izme�u krivina kg, kn, τg i k̃g, k̃n i τ̃g.

Teorema 4.3.5. Krivine krive α u odnosu na Darbuov reper i u odnosu na uopxtene
Darbuove repere (4.3.26) i (4.3.29), zadovo	avaju jednakosti

(4.3.39)

k̃n(s) =
1

µ(s)
kn(s),

k̃g(s) = kg(s),
τ̃g(s) = µ(s)τg(s),

pri qemu funkcija µ(s) ̸= 0 zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu (4.3.31) ako je
uopxteni Darbuov reper dat relacijom (4.3.29), odnosno µ(s) = µ0 ∈ R0 ako je uo-
pxteni Darbuov reper dat relacijom (4.3.32).

Dokaz. Neka je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper dat relacijom (4.3.30). Dife-
rencira�em relacije ζ̃ = µζ po s i primenom (4.3.5) dobijamo

(4.3.40) ζ̃ ′ = (−ϵ1µkg + µ′)ζ + µτgη.

Na osnovu (4.3.29) i (4.3.38), imamo da je

(4.3.41) ζ̃ ′ = −ϵ1k̃g ζ̃ + τ̃gη̃ = (−ϵ1k̃gµ+ τ̃gλ)ζ + τ̃gη.

Prethodne dve relacije daju

(4.3.42) τ̃g = µτg, k̃g = ϵ1λτg − ϵ1
µ′

µ
+ kg.

Diferencira�em relacije η̃ = η + λζ i primenom (4.3.5), nalazimo da je

η̃′ = −ϵ1τgT + (λ′ − ϵ1λkg − ϵ1kn)ζ + λτgη.

Pomo�u relacija (4.3.30) i (4.3.38) sledi

η̃′ = −ϵ1τgT + (
λ2

2
τg − ϵ1µk̃n)ζ + λτgη.

Na osnovu posled�e dve relacije dobijamo

(4.3.43) k̃n = −ϵ1
λ′

µ
+ ϵ1

λ2

2µ
τg +

1

µ
λkg +

1

µ
kn.

S druge strane, pomo�u (4.3.31) i (4.3.32) nalazimo da je

λ′ =
λ2

2
τg + ϵ1λkg, µ′ = µλτg.
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Zamenom prethodnih izraza za λ′ i µ′ u relacijama (4.3.42) i (4.3.43), dobijamo tra-
�enu relaciju (4.3.39).

Pretpostavimo sada da je {T̃ , ζ̃, η̃} uopxteni Darbuov reper oblika (4.3.33). Dife-
rencira�em jednakosti η̃ = η i T̃ = 1

µ0
T po s i primenom (4.3.5) i (4.3.37) nalazimo

da je

(4.3.44) −ϵ1τgT − ϵ1knζ = −ϵ1τ̃g
1

µ0

T − ϵ1k̃nµ0ζ, ϵ1k̃gT̃ + k̃nη̃ =
1

µ0

(ϵ1kgT + knη).

Prethodna relacija daje

k̃n = µ0kn, k̃g = kg, τ̃g =
1

µ0

τg,

qime je teorema dokazana.

Na osnovu prethodne teoreme, analogno sluqaju (A) dobijamo novu karakterizaci-
ju nul Kartanovih krivih koje su geodezijske krive i linije krivine na vremenskoj
povrxi.

Posledica 4.3.3. Nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1 je

geodezijska linija ako i samo ako je k̃g(s) = 0 za svako s, odnosno linija krivine ako
i samo ako je τ̃g(s) = 0 za svako s.
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5 Krive odre�ene uopxtenim Darbuovim reperom

Izofotne i siluetne krive (konturni generatori) igraju va�nu ulogu u di-
ferencijalnoj geometriji krivih i povrxi, teoriji vizualizacije, vizuelnoj psi-
hofizici ([9, 50, 61]) i raqunarski podr�anom geometrijskom dizajnu ([77, 73, 80]).
Izofotne krive imaju osobinu da normala povrxi du� takvih krivih obrazuje kon-
stantan ugao sa datim fiksiranim pravcem koji predstav	a osu krive ([19]). One
se mogu interpretirati kao krive qije su taqke podjednako osvet	ene paralelnim
svetlosnim zracima. Ako je normala povrxi ortogonalna na osu, dobija se siluetna
kriva koja razdvaja osvet	eni deo povrxi od �enog neosvet	enog dela.

Posebne vrste helisa u euklidskom prostoru E3, definisane pomo�u vektorskog
po	a koje le�i u normalnoj, rektifikacionoj, ili oskulatornoj ravni krive i obra-
zuje konstantan ugao sa datim fiksiranim pravcem, uvedene su u referenci [57]. Ta-
kvo vektorsko po	e je konstantno u odnosu na Freneov reper, tj. zadovo	ava uslov
V ′ = D × V , gde je D Darbuov vektor Freneovog repera. Odgovaraju�e vrste he-
lisa i izofotnih krivih dobijenih primenom numeriqkih metoda se mogu na�i u
referencama [74, 21, 71].

Minkovski Pitagorejske hodografske krive (ili kra�e MPH krive) su posebna
vrsta polinomijalnih krivih u prostoru Minkovskog E3

1, qiji se kvadrat brzine
mo�e napisati u obliku polinoma ([62]). Ako se glatki segment transformacije
medijalne ose predstavi u terminima MPH krive, graniqne krive odgovaraju�eg do-
mena su racionalne krive, tj. preslikava�a koja u homogenim koordinatama imaju
polinomijalnu reprezentaciju. Poznato je da su jedine MPH kubne krive prostor-
ne kubne uopxtene helise i nul Kartanove kubne uopxtene helise (nul Kartanove
kubike).

Izofotne krive, relativno normalne-iskoxene helise i uopxtene helise koje
le�e na povrxi u prostoru Minkovskog E3

1, imaju osobinu da odgovaraju�e vektorsko
po	e �ihovog Darbuovog repera {T, ζ, η} redom zadovo	ava uslov

⟨η, U⟩ = constant ̸= 0, ⟨ζ, V ⟩ = constant, ⟨T,W ⟩ = constant,

gde su U, V,W ∈ E3
1 ose pomenutih krivih. Odgovaraju�e relacije izme�u nul Kar-

tanovih izofotnih krivih, relativno normalnih-iskoxenih helisa i uopxtenih
helisa koje le�e na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, dobijene su u radu [64].
U ovom poglav	u �emo predstaviti originalne rezultate doktorske disertacije

koji su publikovani u radovima [17, 31]. U okviru pomenutih rezultata, defini-
sa�emo nul Kartanove normalne izofotne i normalne siluetne krive u termini-
ma vektorskog po	a η̃ = η + λT koje le�i u normalnoj ravni krive, pripada �enom
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uopxtenom Darbuovom reperu prve vrste i zadovo	ava uslov ⟨η̃,W ⟩ = constant, gde
je W osa krive. Analogno �emo uvesti nul Kartanove rektifikacione izofotne i
rektifikacione siluetne krive u terminima vektorskog po	a η̃ = η + λζ koje le-
�i u rektifikacionoj ravni krive, pripada �enom uopxtenom Darbuovom reperu
prve vrste i zadovo	ava uslov ⟨η̃,W ⟩ = constant, gde je W osa krive. Dokaza�emo da
su sve qetiri pomenute vrste krivih sa konstantnom geodezijskom krivinom i kon-
stantnom geodezijskom torzijom, nul Kartanove helise i nul Kartanove kubne krive
i odrediti parametarske jednaqine �ihovih osa. Tako�e �emo dobiti relaciju iz-
me�u Minkovski Pitagorejskih hodografskih krivih i nul Kartanovih normalnih
izofotnih i normalnih siluetnih krivih. Da�emo numeriqke primere nul Karta-
novih normalnih izofotnih i normalnih siluetnih krivih koji su dobijeni inte-
gra	e�em sistema diferencijalnih jednaqina prvog reda pri poqetnim uslovima.
Dokaza�emo da osa nul Kartanove rektifikacione izofotne krive sa konstantnim
krivinama kg ̸= 0 i τg ̸= 0 ima pravac Darbuovog vektora Darbuovog repera. Tako�e
�emo dokazati da su nul Kartanove rektifikacione izofotne krive sa konstantnim
krivinama kg ̸= 0 i τg ̸= 0 uopxtene helise, relativno normalne-iskoxene helise i
izofotne krive u odnosu na istu osu.

5.1 Nul Kartanove normalne izofotne krive

Darbuov reper {T, ζ, η} du� regularne krive koja le�i na povrxi u euklidskom
prostoru E3 odre�uje tri me�usobno ortogonalne ravni T⊥, ζ⊥ i η⊥, koje redom
nazivamo normalna, rektifikaciona i oskulatorna ravan ([32]). U ovom ode	ku
�emo uopxtiti pojam nul Kartanove izofotne krive pomo�u vektorskog po	a koje
le�i u normalnoj ravni krive i priprada �enom uopxtenom Darbuovom reperu prve
vrste. Na taj naqin �emo definisati dve nove vrste krivih - normalne izofotne i
normalne siluetne krive. U tom ci	u, uoqimo vektorsko po	e

(5.1.1) η̃(s) = η(s) + λ(s)T (s)

uopxtenog Darbuovog repera prve vrste nul Kartanove krive α na vremenskoj po-
vrxi. U svakoj taqki krive, ono le�i u �enoj normalnoj ravni T⊥ = span{T, η},
pri qemu diferencijabilna funkcija λ ̸= 0 zadovo	ava Rikatijevu diferencijal-
nu jednaqinu

2ϵ1λ
′(s) + 2λ(s)kg(s)− ϵ1λ

2(s)kn(s) = 0.

Napomenimo da je vektorsko po	e η̃ konstantno u odnosu na uopxteni Darbuov reper
prve vrste. Konstantna vektorska po	a u odnosu na Freneov reper su razmatrana u
referenci [57]. Sada smo u mogu�nosti da definixemo novu vrstu nul Kartanovih
krivih, koja predstav	a uopxte�e izofotnih krivih.

Definicija 5.1.1. Nul Kartanova kriva α na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1

sa uopxtenim Darbuovim reperom prve vrste {T̃ , ζ̃, η̃} se naziva normalna izofotna
kriva sa osom W , ako postoji konstantan vektor W u prostoru E3

1 tako da je

(5.1.2) ⟨η̃,W ⟩ = c0,

c0 ∈ R0.
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U nastavku �emo dobiti karakterizacije nul Kartanovih normalnih izofotnih kri-
vih, pri qemu �emo pretpostaviti da su �ihove krivine kg(s) i τg(s) konstantne. Na
osnovu teoreme 4.3.1 imamo da je normalna krivina takvih krivih kn(s) = ±1. Najpre
�emo dokazati slede�u teoremu za nul Kartanove krive na vremenskoj povrxi.

Teorema 5.1.1. Nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1 sa kon-

stantnom geodezijskom krivinom kg(s) i konstantnom geodezijskom torzijom τg(s) je
nul Kartanova helisa ili nul Kartanova kubna kriva.

Dokaz. Pretpostavimo da nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru
E3

1 ima konstantne krivine kg(s) i τg(s). Pomo�u relacija (3.2.1) i (4.3.5) nalazimo
da je

T ′(s) = N(s) = ϵ1kg(s)T (s) + kn(s)η(s).

Diferencira�em prethodne jednaqine po s, dobijamo

N ′(s) = (ϵ1k
′
g(s) + k2g(s)− ϵ1kn(s)τg(s))T (s)− ϵ1k

2
n(s)ζ(s) + ϵ1kg(s)kn(s)η(s).

Tada je ⟨N ′(s), N ′(s)⟩ = −2ϵτ(s) = −2ϵ1k
′
g(s)−k2g(s)−2ϵτg(s). Posled�a relacija daje

(5.1.3) τ(s) = τg(s) +
ϵ

2
k2g(s) + ϵϵ1k

′
g(s).

Prema tome, α je nul Kartanova helisa ako je τ(s) = constant ̸= 0, odnosno nul
Kartanova kubna kriva ako je τ(s) = 0.

Prema prethodnoj teoremi, nul Kartanove normalne izofotne krive sa konstant-
nim krivinama kg(s) i τg(s), su nul Kartanove helise ili nul Kartanove kubne krive.
U ci	u dobija�a parametarskih jednaqina �ihovih osa i relacija u odnosu na druge
vrste krivih, mo�emo razlikovati qetiri sluqaja.

(1) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Teorema 5.1.2. Neka je α nul Kartanova normalna izofotna kriva na vremenskoj
povrxi u prostoru E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0. Tada �ena
osa ima parametarsku jednaqinu

(5.1.4) W (s) = −c0τg(s)
kg(s)

T (s)− ϵϵ1c0
kg(s)

ζ(s)− c0η(s),

pri qemu je c0 = ⟨η̃,W ⟩ ∈ R0.

Dokaz. Prema teoremi 4.3.1, imamo da je normalna krivina krive α oblika

(5.1.5) kn(s) = −ϵϵ1.

Zamenom (5.1.5) u relaciji (4.3.8) i rexava�em Rikatijeve diferencijalne jednaqi-
ne, nalazimo da je λ(s) = −2ϵkg(s). Otuda je λ(s) = λ0 ∈ R0 i

(5.1.6) kg(s) = −1

2
ϵλ0.
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Pretpostavimo da se osa krive α mo�e napisati u obliku

(5.1.7) W (s) = a(s)T (s) + b(s)ζ(s) + c(s)η(s),

gde su a(s), b(s) i c(s) proizvo	ne diferencijabilne funkcije po parametru pseudo-
du�ine luka s. Diferencira�em relacije (5.1.7) po s i primenom (4.3.5), dobijamo
sistem od tri diferencijalne jednaqine prvog reda

(5.1.8)
a′(s) + ϵ1a(s)kg(s)− ϵ1c(s)τg(s) = 0,
b′(s)− ϵ1b(s)kg(s)− ϵ1c(s)kn(s) = 0,

c′(s) + a(s)kn(s) + b(s)τg(s) = 0.

Relacije (2.8.7), (5.1.1), (5.1.2) i (5.1.7) daju

(5.1.9) c(s) = c0 − ϵ1λ(s)b(s).

Kako je λ(s) = λ0, zamenom (5.1.9) u (5.1.8), prethodni sistem jednaqina postaje

(5.1.10)
a′(s) + ϵ1a(s)kg(s)− ϵ1τg(s)(c0 − ϵ1λ0b(s)) = 0,
b′(s)− ϵ1b(s)kg(s)− ϵ1kn(s)(c0 − ϵ1λ0b(s)) = 0,

−ϵ1λ0b′(s) + a(s)kn(s) + b(s)τg(s) = 0.

Iz druge i tre�e jednaqine sistema (5.1.10) i pomo�u (5.1.6), nalazimo da je

(5.1.11) a(s) = −2ϵ1c0τg(s)

λ0kn(s)
, b(s) =

2ϵ1c0
λ0

.

Zamenom λ0 = −2ϵkg(s) i kn(s) = −ϵϵ1 u (5.1.11), dobijamo

(5.1.12) a(s) = −c0τg(s)
kg(s)

, b(s) =
c0kn(s)

kg(s)
.

S druge strane, pomo�u (5.1.11), (5.1.6) i (5.1.9), sledi da je

(5.1.13) c(s) = −c0.

Konaqno, zamenom (5.1.12) i (5.1.13) u (5.1.7), dobijamo (5.1.4).

Primenom teoreme 5.1.2 i relacije (4.3.1), nalazimo da je

⟨T,W ⟩ = ϵ1c0kn(s)

kg(s)
= c1, ⟨ζ,W ⟩ = −ϵ1c0τg(s)

kg(s)
= c2, ⟨η,W ⟩ = −c0 = c3,

gde c1, c2, c3 ∈ R0. Na taj naqin dobijamo relaciju izme�u nul Kartanovih normalnih
izofotnih krivih i ostalih karakteristiqnih vrsta krivih.

Teorema 5.1.3. Nul Kartanova normalna izofotna kriva na vremenskoj povrxi u
prostoru E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0, je uopxtena helisa,
relativno normalna-iskoxena helisa i izofotna kriva u odnosu na istu osu.
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U slede�oj teoremi �emo dokazati da osa nul Kartanove normalne izofotne krive
sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 ima pravac Darbuovog vektora
Darbuovog repera te krive.

Teorema 5.1.4. Osa nul Kartanove normalne izofotne krive α na vremenskoj po-
vrxi u prostoru E3

1, sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0, je kolinearna
sa Darbuovim vektorom Darbuovog repera.

Dokaz. Neka je D Darbuov vektor Darbuovog repera krive α. Pomo�u relacija
(4.3.6) i (5.1.4) sledi

W (s) = − c0
kg(s)

D(s),

xto je i trebalo dokazati.

Relacije (4.3.8), (5.1.1) i (5.1.2) impliciraju slede�u interesantnu osobinu nul Kar-
tanovih krivih.

Posledica 5.1.1. Ako je nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1

sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 izofotna kriva i uopxtena helisa
u odnosu na istu osu, tada je ona normalna izofotna kriva u odnosu na tu osu.

(2) kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.1.8) i primenom (5.1.9), dolazimo do
kontradikcije. Otuda va�i slede�a terema.

Teorema 5.1.5. Ne postoje nul Kartanove normalne izofotne krive na vremenskoj
povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0.

(3) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0;

Zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.1.8) i primenom relacije (5.1.9),
tako�e dobijamo kontradikciju.

Teorema 5.1.6. Ne postoje nul Kartanove normalne izofotne krive na vremenskoj
povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0.

(4) kg(s) = τg(s) = 0;

Teorema 5.1.7. Neka je α nul Kartanova normalna izofotna kriva sa krivinama
kg(s) = τg(s) = 0 koja le�i na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1. Tada je �ena osa
oblika

(5.1.14) W (s) = −c0ϵ1kn(s)sζ(s)− c0η(s),

pri qemu je c0 = ⟨η̃,W ⟩ ∈ R0.

Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova normalna izofotna kriva sa osom
W i krivinama kg(s) = τg(s) = 0. Tada je α nul Kartanova kubna kriva, jer na osnovu
relacije (5.1.3) va�i τ(s) = 0 za svako s. Zamenom krivine kn(s) = −ϵϵ1 u relaciji
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(4.3.8), dobijamo λ(s) = 2ϵϵ1
s
. Osim toga, pomo�u relacija kg(s) = τg(s) = 0, λ(s) = 2ϵϵ1

s

i (5.1.8), dobijamo slede�i sistem diferencijalnih jednaqina

(5.1.15)
a′(s) = 0,

b′(s)− ϵ1c(s)kn(s) = 0,
c′(s) + a(s)kn(s) = 0.

Iz prve jednaqine prethodnog sistema jednaqina sledi da je a(s) = a0 = constant.
Ako je a0 ̸= 0, dolazimo do kontradikcije. Ako je a0 = 0, pomo�u relacije (5.1.15)
nalazimo da je b(s) = −ϵ1c0skn(s), c(s) = −c0. Zamenom b(s) i c(s) u relaciji (5.1.7),
dobijamo relaciju (5.1.14).

Posledica 5.1.2. Ako je nul Kartanova kubna kriva normalna izofotna kriva na
vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, tada je ona izofotna kriva i relativno normalna-
iskoxena helisa u odnosu na istu osu.

Primer 5.1.1. Posmatrajmo vremensku prenosnu povrx M u prostoru Minkovskog
E3

1 sa parametarskom jednaqinom

x(s, t) = α(s) + t(1,− sin s,− cos s),

pri qemu je α(s) = (s, sin s, cos s) nul Kartanova helisa i s, t ∈ R (slika 5.1).

Slika 5.1: Nul Kartanova helisa α na povrxi M

Raqunskim putem nalazimo da Darbuov reper krive α glasi

T (s) = (1, cos s,− sin s),

ζ(s) = (1,− sin s,− cos s),(5.1.16)

η(s) = (1, cos s− sin s,− sin s− cos s).

Pomo�u relacija (4.3.4) i (5.1.16) sledi da su krivine krive α oblika

(5.1.17) kn(s) = 1, kg(s) = 1, τg(s) = −1.
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Kako je ϵ = 1, imamo da je λ(s) = −2ϵkg(s) = −2. Dakle, vektorsko po	e η̃ glasi

η̃(s) = η(s)− 2T (s) = (−1,− sin s− cos s, sin s− cos s).

Uoqimo osu W sa parametarskom jednaqinom (5.1.4). Na osnovu relacija (5.1.4),
(5.1.16) i (5.1.17) dobijamo da jeW (s) = (c0, 0, 0). Kako je ⟨η̃,W ⟩ = c0, zak	uqujemo da
je α normalna izofotna kriva sa osom W . Jednostavnim raqunom se mo�e proveriti
da je α uopxtena helisa, relativno normalna-iskoxena helisa i izofotna kriva
u odnosu na istu osu, xto znaqi da va�i tvr�e�e teoreme 5.1.3. Kako je Darbuov
vektor Darbuovog repera D(s) = τg(s)T (s) − kn(s)ζ(s) + kg(s)η(s), pomo�u (5.1.16) i
(5.1.17) nalazimo da je D(s) = (−1, 0, 0). Prema tome, on je kolinearan sa osom W ,
xto znaqi da va�i teorema 5.1.4.

5.2 Nul Kartanove normalne siluetne krive

U ovom ode	ku �emo na sliqan naqin uopxtiti nul Kartanove siluetne krive i
prikazati rezultate publikovane u radu [17].

Definicija 5.2.1. Nul Kartanova kriva α na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1

sa uopxtenim Darbuovim reperom prve vrste {T̃ , ζ̃, η̃} se naziva normalna siluetna
kriva sa osom W , ako postoji konstantan vektor W tako da je

(5.2.1) ⟨η̃,W ⟩ = 0.

Na osnovu teoreme 5.1.1 nul Kartanove krive na vremenskoj povrxi sa konstant-
nim krivinama kg(s) i τg(s), su nul Kartanove helise ili nul Kartanove kubne krive.
Prema tome, nul Kartanove normalne siluetne krive na vremenskoj povrxi sa kon-
stantnim krivinama kg(s) i τg(s), su krive pomenute vrste. U nastavku �emo dati
karakterizaciju takvih krivih i pritom razlikovati qetiri mogu�a sluqaja.

(1) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Teorema 5.2.1. Ne postoje nul Kartanove normalne siluetne krive na vremenskoj
povrxi u prostoru E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova normalna siluetna kriva sa osom
W oblika (5.1.7) i konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0. Tada va�e relacije
(5.1.5) i (5.1.6). Zamenom c0 = 0, λ(s) = λ0 ∈ R0, (5.1.5) i (5.1.6) u relaciji (5.1.8),
dobijamo sistem diferencijalnih jednaqina

(5.2.2)
a′(s)− 1

2
ϵϵ1λ0a(s) + λ0τg(s)b(s) = 0,

b′(s) + 1
2
ϵϵ1λ0b(s)− ϵϵ1λ0b(s) = 0,

−ϵ1λ0b′(s)− ϵϵ1a(s) + b(s)τg(s) = 0.

Iz druge jednaqine sistema jednaqina (5.2.2), nalazimo

(5.2.3) b(s) = e−ϵ1skg(s).
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Relacije (3.2.2), (5.1.1), (5.1.6), (5.1.7), (5.2.3) i ⟨η̃,W ⟩ = 0 daju

c(s) = 2ϵϵ1kg(s)e
−ϵ1skg(s).

Pomo�u tre�e jednaqine sistema jednaqina (5.2.2) i relacije (5.2.3), dobijamo

(5.2.4) a(s) = e−ϵ1skg(s)(ϵϵ1τg(s)− 2ϵ1k
2
g(s)).

Tako�e, pomo�u relacije (5.2.4) i prve jednaqine sistema (5.2.2), imamo da je

τg(s) = e2ϵ1skg(s).

Prema tome, geodezijska torzija τg(s) nije konstantna, xto je kontradikcija.

(2) kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

U ovom sluqaju, zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.1.8) i primenom
(5.1.9), tako�e dolazimo do kontradikcije.

Teorema 5.2.2. Ne postoje nul Kartanove normalne siluetne krive na vremenskoj
povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0.

(3) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0;

Slede�a teorema se mo�e dokazati analogno teoremi 5.1.7, pa izostav	amo �en
dokaz.

Teorema 5.2.3. Neka je α nul Kartanova normalna siluetna kriva sa krivinama
kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0, koja le�i na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1.
Tada ona ima svetlosnu osu sa parametarskom jednaqinom

(5.2.5) U(s) = e−2ϵ1skg(s)
(
T (s)− ϵ1

2k2g(s)
ζ(s)− ϵ

kg(s)
η(s)

)
.

(4) kg(s) = τg(s) = 0;

Teorema 5.2.4. Neka je α nul Kartanova normalna siluetna kriva sa krivinama
kg(s) = τg(s) = 0, koja le�i na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1. Tada ona ima
svetlosnu osu sa parametarskom jednaqinom

(5.2.6) U(s) = a0T − ϵ1a0
s2

2
ζ(s) + ϵϵ1a0sη(s),

gde a0 ∈ R0.

Posledica 5.2.1. Ako je nul Kartanova kubna kriva normalna siluetna kriva na
vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, tada je ona relativno normalna-iskoxena helisa
u odnosu na istu osu.
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Minkovski Pitagorejske hodografske krive (MPH krive) su posebna vrsta po-
linomijalnih krivih u prostoru Minkovskog E3

1, koje imaju primene u raqunarskoj
geometriji i raqunarski podr�anom geometrijskom dizajnu. Poznato je da su jedine
MPH kubne krive prostorne kubne uopxtene helise sa parametarskim jednaqinama

α(s) = (3s2, s3+3s, λ(s3−3s)), α(s) = (λ(3s3+s), 3s2, s−3s3), α(s) = (6s, 3s2, s3−6s),

λ = constant ̸= 0, kao i nul Kartanove kubne uopxtene helise sa parametarskom
jednaqinom ([51])

α(s) =
1

6
(s+ 3s3, s− 3s3, 3s2).

U slede�oj teoremi �emo dati interesantnu relaciju izme�u MPH kubnih krivih i
nul Kartanovih normalnih izofotnih i normalnih siluetnih krivih.

Teorema 5.2.5. Nul Kartanove normalne izofotne i normalne siluetne krive na
vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, koje su nul Kartanove kubne krive, su MPH kubne
krive.

Primer 5.2.1. Neka je M vremenska prenosna povrx u prostoru E3
1 sa parametri-

zacijom
x(s, t) = α(s) + t(1, 1, 0),

pri qemu je

α(s) =
(s3
4
+
s

3
,
s3

4
− s

3
,
s2

2

)
.

nul Kartanova kubna kriva i s, t ∈ R (slika 5.2).

Slika 5.2: Nul Kartanova kubna kriva α na vremenskoj povrxi M

Darbuov reper krive α glasi

T (s) =
(3s2

4
+

1

3
,
3s2

4
− 1

3
, s
)
,

ζ(s) =
(3
2
,
3

2
, 0
)
,(5.2.7)

η(s) =
(3s
2
,
3s

2
, 1
)
.
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Pomo�u relacija (4.3.4) i (5.2.7) nalazimo da su krivine krive α oblika

(5.2.8) kn(s) = 1, kg(s) = 0, τg(s) = 0.

Zamenom kg(s) = 0 u (4.3.8), dobijamo λ(s) = −2
s
. Otuda je

η̃(s) = η(s)− 2

s
T (s) =

(
− 2

3s
,
2

3s
,−1

)
.

Uoqimo osu U sa parametarskom jednaqinom (5.2.6). Pomo�u relacija (5.2.6), (5.2.7) i
ϵ = −ϵ1 = 1 dobijamo U(s) = (a0

3
,−a0

3
, 0). Kako je ⟨η̃, U⟩ = 0, zak	uqujemo da je kriva

α normalna siluetna kriva sa svetlosnom osom U . Tako�e, na osnovu posledice 5.2.1
sledi da je kriva α relativno normalna-iskoxena helisa u odnosu na istu osu.

Uoqimo sada osu W sa parametarskom jednaqinom (5.1.14). Primenom relacija
(5.1.14), (5.2.7), (5.2.8) i ϵ = −ϵ1 = 1, dobijamo W (s) = (0, 0,−c0). Nije texko pro-
veriti da je ⟨η̃,W ⟩ = c0, xto znaqi da je kriva α normalna izofotna kriva sa
prostornom osom W .

5.3 Numeriqko izraqunava�e nul Kartanovih normalnih

izofotnih i normalnih siluetnih krivih

Prikaza�emo numeriqke primere nul Kartanovih normalnih izofotnih i nor-
malnih siluetnih krivih koriste�i parametarsku jednaqinu vremenske povrxi, pa-
rametarsku jednaqinu ose i geodezijsku krivinu kg(s) = constant ̸= 0 takvih krivih.
Oznaqimo sa M vremensku povrx u prostoru Minkovskog E3

1 sa parametrizacijom

(5.3.1) x(u, t) = (x1(u, t), x2(u, t), x3(u, t)),

pri qemu su x1, x2 i x3 proizvo	ne diferencijabilne funkcije. Neka je α : I → M
nul Kartanova kriva sa parametarskom jednaqinom α(s) = x(u(s), t(s)), gde je s ∈
I ⊂ R parametar pseudo-du�ine luka. Tada tangentno vektorsko po	e krive α glasi

(5.3.2) T (s) = α′(s) = xuu
′(s) + xtt

′(s),

pri qemu su xu =
∂x

∂u
i xt =

∂x

∂t
parcijalni izvodi parametrizacije x(u, t) po u i t

redom. Koeficijenti prve fundamentalne forme povrxi M su oblika

E = ⟨xu, xu⟩ , F = ⟨xu, xt⟩ , G = ⟨xt, xt⟩ .

Pomo�u relacije (5.3.2) i uslova ⟨T, T ⟩ = 0, dobijamo

(5.3.3) Eu′ 2 + 2Fu′t′ +Gt′ 2 = 0.

U nastavku �emo u okviru sluqajeva (A) i (B) rexava�em sistema diferenci-
jalnih jednaqina pri poqetnim uslovima i primenom funkcije ode 45 programskog
paketa MATLAB, izraqunati potreban broj taqaka koje generixu nul Kartanovu
normalnu izofotnu i normalnu siluetnu krivu.
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(A) Numeriqko izraqunava�e nul Kartanove normalne izofotne krive.

Pretpostavimo da je data parametarska jednaqina (5.3.1) vremenske povrxi, para-
metarska jednaqina ose W i geodezijska krivina kg(s) = constant ̸= 0 nul Kartanove
normalne izofotne krive α. Prema definiciji 5.2.1 imamo da je

(5.3.4) ⟨η̃,W ⟩ = c0,

c0 ∈ R0. Zamenom (5.1.1) u (5.3.4), dobijamo

⟨η + λT,W ⟩ = c0.

Pomo�u relacija λ(s) = −2ϵkg(s) i (5.3.2), prethodna relacija postaje

(5.3.5) Au′ +Bt′ + C = 0,

pri qemu odgovaraju�i koeficijenti glase

(5.3.6) A = −2ϵkg⟨xu,W ⟩, B = −2ϵkg⟨xt,W ⟩, C = 2
[xu, xt,W ]

||xu × xt||
.

Pretpostavimo da je A ̸= 0. Pomo�u relacija (5.3.3) i (5.3.5), dobija se kvadratna
jednaqina

(5.3.7)
(EB2

A2
− 2BF

A
+G

)
t′ 2 +

(2C(BE − AF )

A2

)
t′ +

EC2

A2
= 0.

Uvedimo smene

(5.3.8) M =
EB2

A2
− 2BF

A
+G, N =

2C(BE − AF )

A2
, P =

EC2

A2
.

Zamenom (5.3.8) u (5.3.7) i pretpostav	aju�i da je M ̸= 0, dobija se kvadratna jed-
naqina

(5.3.9) Mt′ 2 +Nt′ + P = 0.

Relacije (5.3.5) i (5.3.9) daju sistem linearnih diferencijalnih jednaqina prvog
reda

(5.3.10) u′ = −Bt
′ + C

A
, t′ =

−N ±
√
N2 − 4MP

2M
.

Ako je N2−4MP ≥ 0, numeriqkom integracijom sistema jednaqina (5.3.10) dobijamo
qetiri ili dve nul Kartanove normalne izofotne krive koje prolaze kroz taqku
x(u0, t0). S druge strane, ako je N2 − 4MP < 0, ne postoje nul Kartanove normal-
ne izofotne krive sa datom osom, parametarskom jednaqinom vremenske povrxi i
geodezijskom krivinom kg(s) = constant ̸= 0.
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Primer 5.3.1. Neka je dat B-skrol sa parametrizacijom

x (u, t) = β(u) + tB(u),

gde je β(u) = (u, sinu, cosu) nul Kartanova helisa i B(u) = (−1
2
, 1
2
cosu,−1

2
sinu)

vektor binormale. Pretpostavimo da je α nul Kartanova normalna izofotna kriva
koja le�i na B-skrolu sa osom W = (2, 0, 0) i geodezijskom krivinom kg(s) = 1.
Raqunskim putem nalazimo da je

⟨xu,W ⟩ = −2, ⟨xt,W ⟩ = 1, E =
t2

4
F = 1, G = 0.

Pomo�u posled�e relacije i relacija (5.3.6) i (5.3.8), imamo da je

(5.3.11) A = 4ϵ, B = −2ϵ, C = t, M =
t2

16
+ 1, N =

−ϵt3 − 8ϵt

16
, P =

t4

64
.

Poxto je N2 − 4MP ≥ 0, zamenom relacije (5.3.11) u relaciji (5.3.10), dobijamo
sistem diferencijalnih jednaqina

(5.3.12) u′ =
2ϵt′ − t

4ϵ
, t′ =

ϵt3 + 8ϵt± 8t

2t2 + 32
.

Rexe�a sistema jednaqina (5.3.12) dobijena primenom metode Runge-Kuta i funkcije
ode 45 programskog paketa MATLAB pri poqetnim uslovima u (0) = 0 i t (0) = 1,
data su u Tabeli 5.1 za ϵ = 1, odnosno u Tabeli 5.2 za ϵ = −1.

Tabela 5.1: Rexe�a sistema jednaqina (5.3.12) za ϵ = 1

(a) Nul Kartanova normalna izofotna kriva (crna) (b) Nul Kartanova normalna izofotna kriva (crvena)

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 0
t(0) = 1

0
0
0

1.1052
1.1681
1.2214

u(0) = 0
t(0) = 1.2214

0
0
0

1.3499
1.4191
1.4918

u(0) = 0
t(0) = 1.4918

0
0
0

1.6487
1.7332
1.8221

u(0) = 0
t(0) = 1.8221

0
0
0

2.2034
2.2144
2.2255

u(0) = 0
t(0) = 2.2255

0
0
0

2.6912
2.7047
2.7182

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 0
t(0) = 1

−0.0899
−0.0922
−0.0946

1.0114
1.0117
1.0120

u(0) = −0.0946
t(0) = 1.0120

−0.1854
−0.1878
−0.1902

1.0238
1.0241
1.0244

u(0) = −0.1902
t(0) = 1.0244

−0.2820
−0.2844
−0.2869

1.0366
1.0369
1.0372

u(0) = −0.2869
t(0) = 1.0372

−0.3797
−0.3822
−0.3846

1.0498
1.0502
1.0505

u(0) = −0.3846
t(0) = 1.0505

−0.4785
−0.4809
−0.4834

1.0636
1.0640
1.0643
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Tabela 5.2: Rexe�a sistema jednaqina (5.3.12) za ϵ = −1

(a) Nul Kartanova normalna izofotna kriva (plava) (b) Nul Kartanova normalna izofotna kriva (roze)

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 0
t(0) = 1

0.0890
0.0913
0.0936

0.9890
0.9887
0.9884

u(0) = 0.0936
t(0) = 0.9884

0.1817
0.1840
0.1863

0.9778
0.9775
0.9772

u(0) = 0.1863
t(0) = 0.9772

0.2735
0.2758
0.2781

0.9669
0.9666
0.9664

u(0) = 0.2781
t(0) = 0.9664

0.3644
0.3667
0.3690

0.9564
0.9562
0.9559

u(0) = 0.3690
t(0) = 0.9559

0.4545
0.4568
0.4590

0.9462
0.9460
0.9457

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 0
t(0) = 1

0
0
0

0.8270
0.8228
0.8187

u(0) = 0
t(0) = 0.8187

0
0
0

0.6770
0.6737
0.6703

u(0) = 0
t(0) = 0.6703

0
0
0

0.5543
0.5515
0.5488

u(0) = 0
t(0) = 0.5488

0
0
0

0.4538
0.4516
0.4493

u(0) = 0
t(0) = 0.4493

0
0
0

0.3716
0.3697
0.3679

Na taj naqin, dobijamo neophodan broj taqaka koji generixu qetiri nul Karta-
nove normalne izofotne krive koje polaze iz poqetne taqke x(0, 1) (slika 5.3).

Slika 5.3: Numeriqki izraqunate nul Kartanove normalne izofotne krive
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(B) Numeriqko izraqunava�e nul Kartanove normalne siluetne krive.

Pretpostavimo da je data parametarska jednaqina (5.3.1) vremenske povrxi, para-
metarska jednaqina ose W i geodezijska krivina kg(s) = constant ̸= 0 nul Kartanove
normalne siluetne krive α. Na osnovu definicije 5.2.1 va�i

(5.3.13) ⟨η̃,W ⟩ = 0.

Zamenom relacije (5.1.1) u relaciji (5.3.13), dobijamo

⟨η + λT,W ⟩ = 0.

Pomo�u relacija (5.3.2) i λ(s) = −2ϵkg(s), prethodna relacija postaje

(5.3.14) Au′ +Bt′ + C = 0,

pri qemu su odgovaraju�i koeficijenti oblika

(5.3.15) A = ⟨xu,W ⟩, B = ⟨xt,W ⟩, C = −ϵ1e−ϵ1skg(s).

Pretpostavimo da je A ̸= 0. Tada relacije (5.3.3) i (5.3.14) impliciraju kvadratnu
jednaqinu oblika (5.3.9), pri qemu su koeficijenti M ̸= 0, N i P dati relacijom
(5.3.8). Pomo�u relacija (5.3.9) i (5.3.14) dobijamo sistem diferencijalnih jedna-
qina

(5.3.16) u′ = −Bt
′ + C

A
, t′ =

−N ±
√
N2 − 4MP

2M
,

koji se mo�e numeriqki integraliti pri poqetnim uslovima u(0) = u0, t(0) = t0.
Ako je N2 − 4MP ≥ 0, dobijamo dve ili qetiri nul Kartanove normalne siluetne
krive. Ako je N2−4MP < 0, ne postoje nul Kartanove normalne siluetne krive koje
le�e na datoj vremenskoj povrxi.

Ako je A = 0, pomo�u relacije (5.3.14) sledi

(5.3.17) t′ = −C
B
,

pri qemu je B ̸= 0. Zamenom (5.3.17) u (5.3.3) dobijamo kvadratnu jednaqinu

(5.3.18) Mu′ 2 +Nu′ + P = 0,

pri qemu je

(5.3.19) M = E, N = −2FC

B
, P = G

C2

B2
.

Relacije (5.3.17) i (5.3.18) daju sistem linearnih diferencijalnih jednaqina
prvog reda

(5.3.20) u′ =
−N ±

√
N2 − 4MP

2M
, t′ = −C

B
.

koji se mo�e numeriqki integraliti. Ako je N2−4MP ≥ 0, numeriqkom integraci-
jom sistema jednaqina (5.3.20) dobijamo qetiri ili dve nul Kartanove normalne si-
luetne krive koje prolaze kroz taqku x(u0, t0). S druge strane, ako je N2− 4MP < 0,
ne postoje nul Kartanove normalne siluetne krive sa datom osom, parametarskom
jednaqinom vremenske povrxi i geodezijskom krivinom kg(s) = constant ̸= 0.
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Primer 5.3.2. Neka je data vremenska povrx M u prostoru E3
1 sa parametrizacijom

x (u, t) =

(
− t

2
,− sin 2u+

t

2
cos 2u,− cos 2u− t

2
sin 2u

)
.

Pretpostavimo da je α nul Kartanova normalna siluetna kriva sa osomW = (1, 0, 0)
i geodezijskom krivinom kg(s) = −1. Raqunskim putem dobijamo

(5.3.21) ⟨xu,W ⟩ = 0, ⟨xt,W ⟩ = 1

2
, E = t2 + 4 F = −1, G = 0.

Pomo�u relacija (5.3.15) i (5.3.19) nalazimo da je

A = 0, B =
1

2
, C = −ϵ1eϵ1s, M = t2 + 4, N = −4ϵ1e

ϵ1s, P = 0.

Zamenom prethodnih relacija u relaciji (5.3.20) dobija se sistem diferencijalnih
jednaqina

(5.3.22) t′ = −C
B
, u′ =

−N ±
√
N2

2M
,

koji se mo�e numeriqki integraliti pri poqetnim uslovima u (0) = 1 i t (0) = 0.
Dobijena rexe�a sistema jednaqina (5.3.22) data su u Tabeli 5.3 za ϵ = 1, odnosno u
Tabeli 5.4 za ϵ = −1.

Tabela 5.3: Rexe�a sistema jednaqina (5.3.22) za ϵ = 1

(a) Nul Kartanova normalna siluetna kriva (crna) (b) Nul Kartanova normalna siluetna kriva (crvena)

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 1
t(0) = 0

1
1
1

−0.0545
−0.0564
−0.0583

u(0) = 1
t(0) = −0.0583

1
1
1

−0.1098
−0.1116
−0.1134

u(0) = 1
t(0) = −0.1134

1
1
1

−0.1622
−0.1639
−0.1656

u(0) = 1
t(0) = −0.1656

1
1
1

−0.2120
−0.2136
−0.2152

u(0) = 1
t(0) = −0.2152

1
1
1

−0.2594
−0.2609
−0.2624

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 1
t(0) = 0

1.0791
1.0821
1.0850

−0.0545
−0.0564
−0.0583

u(0) = 1.0850
t(0) = −0.0583

1.1713
1.1746
1.1778

−0.1098
−0.1116
−0.1134

u(0) = 1.1778
t(0) = −0.1134

1.2726
1.2762
1.2798

−0.1622
−0.1639
−0.1656

u(0) = 1.2798
t(0) = −0.1656

1.3849
1.3889
1.3929

−0.2120
−0.2136
−0.2152

u(0) = 1.3929
t(0) = −0.2152

1.5108
1.5152
1.5197

−0.2594
−0.2609
−0.2624

Na taj naqin, primenom metode Runge-Kuta i funkcije ode 45 programskog pake-
ta MATLAB, dobijamo potreban broj taqaka koje generixu qetiri nul Kartanove
normalne siluetne krive koje polaze iz poqetne taqke x(1, 0) (slika 5.4).
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Tabela 5.4: Rexe�a sistema jednaqina (5.3.22) za ϵ = −1

(c) Nul Kartanova normalna siluetna kriva (plava) (d) Nul Kartanova normalna siluetna kriva (roze)

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 1
t(0) = 0

0.9896
0.9893
0.9889

0.0545
0.0564
0.0583

u(0) = 0.9889
t(0) = 0.0583

0.9784
0.9781
0.9777

0.1098
0.1116
0.1134

u(0) = 0.9777
t(0) = 0.1134

0.9672
0.9668
0.9664

0.1622
0.1639
0.1656

u(0) = 0.9664
t(0) = 0.1656

0.9558
0.9554
0.9550

0.2120
0.2136
0.2152

u(0) = 0.9550
t(0) = 0.2152

0.9443
0.9439
0.9436

0.2594
0.2609
0.2624

poqetna taqka
posled�e tri
vrednosti za u

posled�e tri
vrednosti za t

u(0) = 1
t(0) = 0

1
1
1

0.0545
0.0564
0.0583

u(0) = 1
t(0) = 0.0583

1
1
1

0.1098
0.1116
0.1134

u(0) = 1
t(0) = 0.1134

1
1
1

0.1622
0.1639
0.1656

u(0) = 1
t(0) = 0.1656

1
1
1

0.2120
0.2136
0.2152

u(0) = 1
t(0) = 0.2152

1
1
1

0.2594
0.2609
0.2624

Slika 5.4: Numeriqki izraqunate nul Kartanove normalne siluetne krive

5.4 Nul Kartanove rektifikacione izofotne krive

Rektifikacione krive u euklidskom prostoru E3 uveo je B.J. Qen u radu [6] kao
krive qiji vektor polo�aja

α(s) = λ(s)T (s) + µ(s)B(s),

u odnosu na izabrani koordinatni poqetak, uvek le�i u rektifikacionoj ravni kri-
ve. Ove krive imaju osobinu da je koliqnik �ihove torzije i krivine nekonstantna
linearna funkcija u terminima parametra du�ine luka ([6]). U radovima [7] i [11]
je dobijena relacija izme�u rektifikacionih krivih i Darbuovog vektora Frene-
ovog repera. Tako�e je u radu [8] dokazano da su rektifikacione krive na konusu
�egove geodezijske linije. Rektifikacione krive koje le�e na trodimenzionoj sfe-
ri S3(r) i na trodimenzionom hiperboliqkom prostoru H3(−r) u prostor-vremenu

97



Minkovskog E4
1 prouqavane su u radovima [58] i [59]. Ostale geometrijske osobine

rektifikacionih krivih u prostorima Minkovskog se mogu na�i u radovima [30],
[37], [38] i [39].

U ovom ode	ku �emo najpre definisati nul Kartanove rektifikacione izofot-
ne krive pomo�u vektorskog po	a η̃ koje le�i u rektifikacionoj ravni odre�enoj
vektorskim po	ima Darbuovog repera. Pomenuto vektorsko po	e pripada uopxte-
nom Darbuovom reperu prve vrste i zadovo	ava uslov ⟨η̃,W ⟩ = constant ̸= 0, gde jeW
fiksna osa krive. Zatim �emo ispitati nul Kartanove rektifikacione izofotne
krive sa konstantnom geodezijskom i normalnom krivinom i konstantnom geodezij-
skom torzijom i dobiti parametarske jednaqine �ihovih osa. Dokaza�emo da osa nul
Kartanove rektifikacione izofotne krive sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0
i τg(s) ̸= 0 ima pravac Darbuovog vektora Darbuovog repera. Tako�e �emo navesti
relacije koje postoje izme�u nul Kartanovih rektifikacionih izofotnih krivih
sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 i uopxtenih helisa, relativno
normalnih-iskoxenih helisa i izofotnih krivih.

Prisetimo se da u prostoru Minkovskog E3
1 Darbuov reper {T, ζ, η} du� nul

Kartanove krive α na vremenskoj povrxi odre�uje svetlosnu rektifikacionu ravan
ζ⊥ = span{ζ, η} ([42]). Uoqimo vektorsko po	e η̃ du� nul Kartanove krive α koja
le�i na vremenskoj povrxi, oblika

(5.4.1) η̃(s) = η(s) + λ(s)ζ(s).

Pomenuto vektorsko po	e le�i u rektifikacionoj ravni ζ⊥ = span{ζ, η} krive α
i pripada �enom uopxtenom Darbuovom reperu prve vrste (4.3.26), pri qemu di-
ferencijabilna funkcija λ ̸= 0 zadovo	ava Rikatijevu diferencijalnu jednaqinu
(4.3.31).

Definicija 5.4.1. Nul Kartanova kriva α na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1

sa uopxtenim Darbuovim reperom prve vrste {T̃ , ζ̃, η̃} se naziva rektifikaciona
izofotna kriva sa osom W , ako postoji konstantan vektor W tako da je

(5.4.2) ⟨η̃,W ⟩ = c0,

c0 ∈ R0.

Prema teoremi 5.1.1, nul Kartanove krive koje le�e na vremenskoj povrxi sa
konstantnim krivinama kg(s) i τg(s), su nul Kartanove helise ili nul Kartanove
kubne krive. Odavde zak	uqujemo da su nul Kartanove rektifikacione izofotne
krive sa konstantnim krivinama kg(s) i τg(s), tako�e krive te vrste. U nastavku
�emo razmotriti qetiri sluqaja kako bismo dobili parametarske jednaqine �ihovih
osa i relacije u odnosu na druge vrste krivih.

(I) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Teorema 5.4.1. Neka je α nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva sa kon-
stantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 koja le�i na vremenskoj povrxi u prostoru
E3

1. Tada �ena osa ima parametarsku jednaqinu

(5.4.3) W (s) = −c0τg(s)
kg(s)

T (s)− ϵϵ1c0
kg(s)

ζ(s)− c0η(s),
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pri qemu je c0 = ⟨η̃,W ⟩ ∈ R0.

Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva
sa osom W i konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0. Rexava�em Rikatijeve
diferencijalne jednaqine (4.3.31), nalazimo da je

λ(s) = −2ϵ1kg(s)

τg(s)
.

Odavde sledi da je λ(s) = λ0 ∈ R0 i

(5.4.4) kg(s) = −1

2
ϵ1λ0τg(s).

Pretpostavimo da se osa W krive α mo�e napisati u obliku

(5.4.5) W (s) = a(s)T (s) + b(s)ζ(s) + c(s)η(s),

gde su a(s), b(s) i c(s) proizvo	ne diferencijabilne funkcije. Diferencira�em
relacije (5.4.5) po parametru pseudo-du�ine luka s i primenom relacije (3.3.6),
dobijamo sistem diferencijalnih jednaqina prvog reda

(5.4.6)
a′ + ϵ1akg − ϵ1cτg = 0,
b′ − ϵ1bkg − ϵ1ckn = 0,

c′ + akn + bτg = 0.

Relacije (5.4.1), (5.4.2) i (5.4.5) daju

(5.4.7) c = c0 − ϵ1λ0a.

Zamenom (5.4.7) u (5.4.6), sistem jednaqina glasi

(5.4.8)
a′ + ϵ1akg − ϵ1τg(c0 − ϵ1λ0a) = 0,
b′ − ϵ1bkg − ϵ1kn(c0 − ϵ1λ0a) = 0,

−ϵ1λ0a′ + akn + bτg = 0.

Iz prve i tre�e jednaqine sistema jednaqina (5.4.8) nalazimo da je

(5.4.9) a(s) = −c0τg(s)
kg(s)

, b(s) =
c0kn(s)

kg(s)
.

Tako�e, zamenom a(s) i λ0 u relaciji (5.4.7), sledi da je

(5.4.10) c = −c0.

Konaqno, zamenom (5.4.9) i (5.4.10) u (5.4.5), dobijamo (5.4.3).

Pomo�u teoreme 5.4.1 nalazimo da je

⟨T,W ⟩ = constant ̸= 0, ⟨ζ,W ⟩ = constant ̸= 0, ⟨η,W ⟩ = −c0 = constant ̸= 0.

Na taj naqin dokazana je relacija izme�u nul Kartanovih rektifikacionih izo-
fotnih krivih i poznatih vrsta krivih.
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Teorema 5.4.2. Nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva na vremenskoj po-
vrxi u prostoru E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 je uopxtena
helisa, relativno normalna-iskoxena helisa i izofotna kriva u odnosu na istu
osu.

U slede�oj teoremi �emo pokazati da se osa nul Kartanove rektifikacione izo-
fotne krive sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0, poklapa sa osom
rotacije Darbuovog repera te krive.

Teorema 5.4.3. Ako je α nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1, sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0, tada
�ena osa ima pravac Darbuovog vektora Darbuovog repera te krive.

Dokaz. Neka je D(s) Darbuov vektor Darbuovog repera krive α. Pomo�u relacija
(4.3.6) i (5.4.3), nalazimo da je

W (s) = − c0
kg(s)

D(s),

xto je i trebalo dokazati.

Relacije (5.4.1) i (5.4.2) impliciraju interesantnu geometrijsku osobinu nul
Kartanovih rektifikacionih izofotnih krivih.

Posledica 5.4.1. Ako je nul Kartanova kriva na vremenskoj povrxi u prostoru
E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0 izofotna kriva i relativno
normalna-iskoxena helisa u odnosu na istu osu, tada je ona rektifikaciona izo-
fotna kriva u odnosu na tu osu.

(II) kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.4.6) i primenom relacije (5.4.7) dolazimo
do kontradikcije.

Teorema 5.4.4. Ne postoje nul Kartanove rektifikacione izofotne krive na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0.

(III) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0;

Zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.4.6) i koriste�i relaciju (5.4.7), tako�e
dolazimo do kontradikcije.

Teorema 5.4.5. Ne postoje nul Kartanove rektifikacione izofotne krive na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0.

(IV) kg(s) = τg(s) = 0;
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Teorema 5.4.6. Neka je α nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1, sa krivinama kg(s) = τg(s) = 0. Tada �ena osa ima
parametarsku jednaqinu

(5.4.11) W (s) = c0ϵ1kn(s)sζ(s) + c0η(s),

c0 = ⟨η̃,W ⟩ ∈ R0.

Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva
sa osom W i krivinama kg(s) = τg(s) = 0. Na osnovu relacije (5.1.3) sledi da je
α nul Kartanova kubna kriva. Zamenom krivina kg(s) = τg(s) = 0 u Rikatijevoj
diferencijalnoj jednaqini (4.3.31), dobijamo da je λ(s) = λ0 ∈ R0. Tako�e, zamenom
krivina kg(s) = τg(s) = 0 i λ(s) = λ0 ∈ R0 u relacijama (5.4.6) i (5.4.7), dobijamo
sistem diferencijalnih jednaqina

(5.4.12)
a′(s) = 0,

b′(s)− ϵ1c(s)kn(s) = 0,
c′(s) + a(s)kn(s) = 0.

Iz prve jednaqine sistema jednaqina (5.4.12) sledi da je a(s) = a0 = constant. Ako
je a0 ̸= 0, dobija se kontradikcija. Ako je a0 = 0, pomo�u relacije (5.4.12) nalazimo
da je b(s) = ϵ1c0skn(s) i c(s) = c0. Zamenom b(s) i c(s) u relaciji (5.4.5) dobijamo
tra�enu parametarsku jednaqinu (5.4.11).

Posledica 5.4.2. Ako je nul Kartanova kubna kriva rektifikaciona izofotna
kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, tada je ona izofotna kriva i relativno
normalna-iskoxena helisa u odnosu na istu osu.

Primer 5.4.1. Posmatrajmo vremensku povrx sa parametarskom jednaqinom

x(s, t) = α(s) + t(1,− sin s,− cos s),

gde je α(s) = (s, sin s, cos s) nul Kartanova helisa i s, t ∈ R. Kako je

T (s)×N(s) = ϵT (s) = T (s),

sledi da je ϵ = 1. Raqunskim putem nalazimo da Darbuov reper du� helise α glasi

T (s) = (1, cos s,− sin s),

ζ(s) = (1,− sin s,− cos s),(5.4.13)

η(s) = (1, cos s− sin s,− sin s− cos s),

pa je η×T = ϵ1T = −T . Otuda je ϵ1 = −1. Primenom relacija (4.3.4) i (5.4.13) sledi
da su krivine krive α oblika

(5.4.14) kn(s) = 1, kg(s) = 1, τg(s) = −1.

Zamenom krivina kg(s) = 1 i τg(s) = −1 u Rikatijevoj diferencijalnoj jednaqini
(4.3.31), dobijamo da je λ(s) = −2. Uoqimo osu W sa parametarskom jednaqinom
(5.4.3). Relacije (5.4.3), (5.4.13) i (5.4.14) impliciraju da je

W (s) = c0(T (s) + ζ(s)− η(s)) = (c0, 0, 0).
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Kako je
η̃(s) = η(s) + λ(s)ζ(s) = (−1, cos s+ sin s, cos s− sin s),

sledi da je ⟨η̃,W ⟩ = c0, xto znaqi da je α rektifikaciona izofotna kriva sa osom
W (slika 5.5). Ona je tako�e uopxtena helisa, relativno normalna-iskoxena helisa
i izofotna kriva u odnosu na istu osu. Dakle, va�i tvr�e�e teoreme 3.2.5.

Slika 5.5: Nul Kartanova rektifikaciona izofotna kriva

5.5 Nul Kartanove rektifikacione siluetne krive

U posled�em ode	ku disertacije predstavi�emo rezultate publikovane u radu
[31]. U pomenutom radu su uvedene nul Kartanove rektifikacione siluetne krive
analogno nul Kartanovim normalnim siluetnim krivama, uvedenim u ode	ku 5.2.
Dokaza�emo da ne postoje nul Kartanove rektifikacione siluetne krive sa kon-
stantnom geodezijskom krivinom razliqitom od nule i konstantnom geodezijskom
torzijom razliqitom od nule. U sluqaju kada je kg(s) = τg(s) = 0, odredi�emo pa-
rametarsku jednaqinu �ihove ose i pokazati da je nul Kartanova kubna kriva na
B-skrolu primer rektifikacione izofotne i rektifikacione siluetne krive sa
prostornom i svetlosnom osom.

Definicija 5.5.1. Nul Kartanova kriva α na vremenskoj povrxi u prostoru E3
1

sa uopxtenim Darbuovim reperom prve vrste {T̃ , ζ̃, η̃} se naziva rektifikaciona
siluetna kriva sa osom W , ako postoji konstantan vektor W u prostoru E3

1 takav
da va�i

(5.5.1) ⟨η̃(s),W ⟩ = 0.

Pretpostavimo da je α rektifikaciona siluetna kriva sa konstantnim krivi-
nama kg(s) i τg(s). Razlikova�emo slede�a qetiri sluqaja.
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(1) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Teorema 5.5.1. Ne postoje nul Kartanove rektifikacione siluetne krive na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1 sa konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je α nul Kartanova rektifikaciona siluetna kriva sa
osomW datom relacijom (5.4.5) i konstantnim krivinama kg(s) ̸= 0 i τg(s) ̸= 0. Tada
iz relacije (4.3.31) sledi

(5.5.2) λ(s) = −2ϵ1kg(s)

τg(s)
= λ0 = constant ̸= 0.

Zamenom c0 = 0 u relaciji (5.4.8) dobijamo sistem diferencijalnih jednaqina

(5.5.3)
a′ + ϵ1akg + λ0τga = 0,
b′ − ϵ1bkg + λ0kna = 0,

−ϵ1λ0a′ + akn + bτg = 0.

Pomo�u prve jednaqine sistema jednaqina (5.5.3) i relacije (5.5.2), nalazimo da je

(5.5.4) a(s) = eϵ1skg(s).

Relacija (5.5.4) i tre�a jednaqina sistema jednaqina (5.5.3) impliciraju

(5.5.5) b(s) =
ϵ1
τg
(ϵ− λ20

2
τg)e

ϵ1skg(s).

Sada pomo�u prve jednaqine sistema jednaqina (5.5.3) i relacija (5.5.2) i (5.5.4),
dobijamo

(5.5.6) b(s) = ϵϵ1λ0se
ϵ1skg(s).

Relacije (5.5.5) i (5.5.6) daju

τg(s) =
2ϵ

2ϵλ0s+ λ20

xto je kontradikcija, jer je geodezijska torzija konstantna funkcija.

(2) kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0;

Zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.4.6) i pomo�u jednakosti

c(s) = −ϵ1λ(s)a(s),

dolazimo do kontradikcije.

Teorema 5.5.2. Ne postoje nul Kartanove rektifikacione siluetne krive na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = 0 i τg(s) = constant ̸= 0.

(3) kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0;

Analogno, zamenom krivina kg(s) i τg(s) u relaciji (5.4.6) i primenom jednakosti
c(s) = −ϵ1λ(s)a(s), tako�e dolazimo do kontradikcije.

103



Teorema 5.5.3. Ne postoje nul Kartanove rektifikacione siluetne krive na vre-
menskoj povrxi u prostoru E3

1 sa krivinama kg(s) = constant ̸= 0 i τg(s) = 0.

(4) kg(s) = τg(s) = 0;

Teorema 5.5.4. Neka je α nul Kartanova rektifikaciona siluetna kriva sa krivi-
nama kg(s) = τg(s) = 0 na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1. Tada ona ima svetlosnu
osu sa parametarskom jednaqinom

(5.5.7) U(s) = b0ζ(s),

gde je b0 realan broj razliqit od nule.

Posledica 5.5.1. Ako je nul Kartanova kubna kriva rektifikaciona siluetna
kriva na vremenskoj povrxi u prostoru E3

1, tada je ona uopxtena helisa, relativno
normalna-iskoxena helisa i izofotna kriva u odnosu na istu osu.

Primer 5.5.1. Uoqimo B-skrol u prostoru E3
1 sa parametrizacijom

x(s, t) = α(s) + tB(s),

pri qemu je

α(s) = (
s3

4
+
s

3
,
s3

4
− s

3
,
s2

2
)

nul Kartanova kubna kriva i B(s) vektor �ene binormale (slika 5.6).

Slika 5.6: Kriva α na B-skrolu

Freneov reper krive α glasi

T (s) = (
3s2

4
+

1

3
,
3s2

4
− 1

3
, s),

N(s) = (
3s

2
,
3s

2
, 1),(5.5.8)

B(s) = (−3

2
,−3

2
, 0).
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Odavde je T (s)×N(s) = ϵT (s) = T (s), pa je ϵ = 1. S druge strane, Darbuov reper
krive α je oblika

T (s) = (
3s2

4
+

1

3
,
3s2

4
− 1

3
, s),

ζ(s) = −(
3

2
,
3

2
, 0),(5.5.9)

η(s) = −(
3s

2
,
3s

2
, 1).

Otuda je η×T = ϵ1T = T , pa je ϵ1 = 1. Pomo�u relacija (4.3.4) i (5.5.9) nalazimo
da krivine krive α glase

kn(s) = −1, kg(s) = 0, τg(s) = 0.

Uoqimo osuW datu relacijom (5.4.11). Primenom relacija (5.4.11) i (5.5.9) dobijamo
da je W (s) = (0, 0,−c0). Zamenom krivina kg(s) = τg(s) = 0 u relaciji (4.3.31) sledi
da je λ(s) = λ0 ∈ R0. Tada je

η̃(s) = η(s) + λ(s)ζ(s) = −(
3(s+ λ0)

2
,
3(s+ λ0)

2
, 1).

Dakle, ⟨η̃,W ⟩ = c0, xto implicira da je α rektifikaciona izofotna kriva sa osom
W . Uoqimo sada svetlosnu osu U(s) datu relacijom (5.5.7). Pomo�u relacija (5.5.7) i
(5.5.9) dobijamo da je U(s) = −b0(32 ,

3
2
, 0). Kako da je ⟨η̃, U⟩ = 0, α je rektifikaciona

siluetna kriva sa osom U . Na osnovu posledice 5.5.1 sledi da je α uopxtena helisa,
relativno normalna-iskoxena helisa i izofotna kriva u odnosu na istu osu.

105



Literatura

[1] O. Bektas, S. Yuce, Special Involute-Evolute Partner D-curves in E3, Eur. J. Pure
Appl. Math. 6 (1) (2013), 20-29.

[2] L.R Bishop, There is more than one way to frame a curve, Amer. Math. Monthly,
82 (3) (1975), 246-251.

[3] W.B. Bonnor, Null curves in a Minkowski space-time, Tensor (N.S.) 20 (2) (1969),
229-242.

[4] B. Bükcu, M. Karacan, On the slant helices according to Bishop frame of the timelike
curve in Lorentzian space, Tamkang J. Math. 39 (3) (2008), 255-262.

[5] B. Carlsen, J.N. Clelland, The geometry of lightlike surfaces in Minkowski space, J.
Geom. Phys. 74 (2013), 43-55.

[6] B.Y. Chen, When does the position vector of a space curve always lie in its rectifying
plane? Amer. Math. Monthly 110 (2003), 147-152.

[7] B.Y. Chen, F. Dillen, Rectifying curves as centrodes and extremal curves, Bull. Inst.
Math. Acad. Sinica 33 (2) (2005), 77-90.

[8] B.Y. Chen, Rectifying curves and geodesics on a cone in the Euclidean 3-space,
Tamkang J. Math. 48 (2) (2017), 209-214.

[9] R. Cipolla, P. Giblin, Visual Motion of Curves and Surfaces, Cambridge University
Press, Cambridge, 2000.

[10] L. C. B. Da Silva, Moving frames and the characterization of curves that lie on a
surface, J. Geom. 108 (2017), 1091-1113.

[11] S. Deshmukh, B.Y. Chen, S.H. Alshammari, On rectifying curves in Euclidean 3-
space, Turk. J. Math. 42 (2018), 609-620.

[12] A. Diatta, P. Giblin, Geometry of Isophote Curves, In: R. Kimmel, N.A. Sochen, J.
Weickert eds. Scale Space and PDE Methods in Computer Vision, Springer, Heidel-
berg, 2005.
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isophotic and normal silhouette curves on a timelike surface in Minkowski 3-space,
Math. Meth. Appl. Sci. 47 (2024), 10520-10539.
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[58] P. Lucas, J.A. Ortega-Yagües, Rectifying curves in the three-dimensional sphere, J.
Math. Anal. Appl. 421 (2) (2015), 1855-1868.
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